Dirichle principas (Sesi zuikiai penkiuose narveliuose).

14. BB dalis

lvadas
Mokytojui

Spresdami uzdavinius pagal Dirichlé principa mokiniai jgyja jrodinéjimo, argumentavimo patirties. Jo
formuluoté paprasta ir tarsi savaime suprantama, taciau pritaikymas daznai reikalauja karybingumo ir in-
tuicijos. Tai labai universalus principas, leidziantis spresti gana jvairius ir kartais net labai sudétingus uzdavi-
nius. Medziagos apie Dirichlé principo panaudojima galima rasti internete (angl. Pigeonhole Principle). Taciau
paprastam pristatymui ir susipazinimui pakakty ir dalyje Mokiniui pateikiamos medziagos ir pavyzdziy.

Sis modulis tesia A dalyje pradéta temos nagrinéjima ir yra skirtas 7-8 klasiy mokiniams. Jei mokiniai tik

pradeda aiskintis Sig tema, i$ pradziy reikéty pradéti nuo A dalies.

Mokiniui

Klasikiné ir viena aiSkiausiy formuluodiy

Jeigu 3esis zuikius turime patalpinti j penkis
narvelius, tai bent viename narvelyje bus ne ma-
Ziau kaip du zuikiai.

Apibendrintai

Jei j n narveliy turime patalpinti (n - k +7) zui-
kj, tai bent viename narvelyje atsidurs ne maziau
kaip k + 1 zuikis.

Pastaba

Spresdami uzdavinius pagal Dirichlé metoda,
negalime pasakyti, kuriame butent ,narvelyje”
tupés tie du ,zuikiai’, todél Sis metodas iS esmés
naudotinas egzistavimui jrodyti. Taciau ty jrody-
my gali bati daug ir jvairiy.

Strategija

I. ISsiaiskinkite, kas yra,zuikiai” - tai, ko bent keli
turi turéti kokia nors tg pacia savybe.

Il. Susikurkite ,narvelius” Reikia uztikrinti du da-
lykus: pirma, turi bati maziau ,narveliy” nei
»Zuikiy“; antra, jei j ,narvelj” paklius bent du
»ZUikiai’, gausite tai, ko norite.

[ll. Raskite taisykle, pagal kurig priskirsite,,zuikius”
j ,narvelius”. Kartais ne taip paprasta pritaikyti
tinkama taisykle.

Stai keli elementars Dirichlé principo taikymo
pavyzdziai.

o

Kaip spresti?

1 pavyzdys

Jrodykite, kad bet kurioje 13 Zmoniy gru-
péje atsiras bent du, kurie gimé tg patj ménes;.

Atsakymas / sprendimas

Kadangi ,zuikiy” (Zzmoniy) yra 13, o,,narve-
liy” (ménesiy) — tik 12, tai jrodymas akivaiz-
dus — kaip bepriskirtume Zmones ménesiams,
bent vienam ménesiui teks priskirti bent du
Zmones.

2 pavyzdys

Jrodykite, kad i$ bet kuriy trijy natdraliyjy
skaiciy galima isrinkti du, kuriy suma dalytysi
i$2.

Atsakymas / sprendimas

Visus natdraliuosius skaicius galima su-
skirstyti j dvi grupes: lyginius ir nelyginius.
Taigi ,narveliai” Siuo atveju yra lyginumas. Jei
turime bet kokius tris nataraliuosius skaicius,
tai bent duis jy priklausys kuriam nors vienam
,narveliui” — lyginiams arba nelyginiams skai-
¢iams. Bet kokiu atveju jy suma bus lyginé (su-
déje du lyginius arba du nelyginius skaicius,

gauname lyginj skaiciy). Taigi jrodyta.
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Kaip spresti?

3 pavyzdys

Dirichlé principas taikomas ir kai kuriems geometriniams uzdaviniams spresti.

Jrodykite, kad tarp 5 tasky, esanciy kvadrato, kurio krastiné lygi 2, viduje atsiras du, tarp kuriy
esantis atstumas bus ne didesnis uz /2.

Atsakymas / sprendimas

Jei kvadratg padalinsime j keturis lygius kvadratélius, kuriy krastiné lygi 1
(kaip parodyta paveikslélyje), tai, kaip bedéliotume 5 taskus kvadrato viduje,
bent 2 taskai bus to paties kvadratélio viduje (jskaitant ir krastines). Atstumas
tarp bet kokiy dviejy tasky, esanciy bet kurio mazojo kvadratélio viduje, yra ne
didesnis uz +/2. Ar galétumeéte tai jrodyti?

Panasiai sprendziami ir kiti uzdaviniai. Be abejo, sprendziant kai kuriuos is$ jy reikés truputj pasukti galva.
Uzdaviniai

G Skaiciai 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ir 9 suskirstyti j tris grupes. Jrodykite, kad bent vienos grupés
skaiciy sandauga yra didesné nei 71.

Jei visy trijy grupiy skaiciy sandaugos buty ne didesnés nei 71, tai kam baty lygi Siy trijy
sandaugy sandauga?

Padaugine visus skaicius nuo 1 iki 9, gauname 362 280. Kubiné Saknis i$ Sio skaiciaus di-
desné nei 71, taigi, kaip beskirstytume skaicius j tris grupes, bent vienos grupés skaiciy
sandauga bus didesné nei 71.

° Jrodykite, kad bet kurioje Zzmoniy grupéje egzistuos bent du, turintys tiek pat pazjstamy
toje grupéje.

Jei Zmonés Sioje situacijoje yra zuikiai, tai kas yra narveliai? Kiek jy?

Tarkime, Zmoniy (zuikiy) skaicius yra n. Jei kas nors pazjsta n - 1 Zzmogy, tada n— 7 Zzmogus
pazjsta jj ir néra tokio Zmogaus, kuris nepazinoty né vieno. Taigi narveliy (pazjstamy skai-
¢iaus) yra daugiausiai n - 1 (nuo 1 iki n - 7). Jei néra tokio Zmogaus, kuris pazinoty visus
likusius, tada pazjstamy skaicius gali bati nuo 0 iki n — 2. Taigi n - 7 variantas (narveliai).
Turime n zuikiy ir n - 1 narvelj, todél, pritaikius Dirichlé principa, bent 2 Zmonés turés vie-

\ noda pazjstamy skaiciy. J
72\
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Jrodykite, kad tarp 6 Zmoniy visada bus bent 3 tarpusavyje pazjstami arba bent trys tarpu-
savyje nepazjstami.

Jei A yra vienas i$ Siy SeSiy zmoniy, tada i$ likusiy penkiy arba bent trys bus A pazjstami,
arba bent trys bus A nepazjstami.

Tarkime, A - vienas i3 Siy SeSiy Zzmoniy. Tada i3 likusiy penkiy

arba bent trys bus A pazjstami, arba bent trys bus A nepazjs- ‘\é

tami, sakykime, pazjstami (pasizymime juos B, Ciir D). 1 pa- : \\\ N B
veikslélyje skrituliukai Zymi Siuos 6 Zmones, o punktyriné \\

I
1
1
linija — pazinties ry$j. Galimi du atvejai. | \
I
1 atvejis. Jokie dui$ B, Cir D nepazjsta vienas kito. Tada ‘ |
jie ir sudarys trijy tarpusavy nepazjstamy grupe. ‘ D

2 atvejis. Jeigu bent kuri nors pora pazinos vienas kita,
galésime tarp jy taip pat nubrézti pazinties linija. Gausime
trijy tarpusavyje pazjstamy zmoniy grupe.

Q Lygiakrascio trikampio, kurio krastiné lygi 1, viduje yra 5 taskai. Jrodykite, kad tarp jy atsiras
du taskai, tarp kuriy atstumas bus ne didesnis uz 5 Jrodykite, kad jei Sio trikampio viduje
1

paimsime 10 tasky, tai atsiras du, tarp kuriy atstumas bus ne didesnis uz 3

Jei taskai yra zuikiai, tai j kiek narveliy reikety padalinti §j trikampj?

Per lygiakrascio trikampio krastiniy vidurio taskus padaliname trikampj j 4 lygius lygiakras-
Cius trikampius. Kadangi tasky (zuikiy) yra 5, o trikampéliy (narveliy) - 4, tai bent viename
trikampiuke bus 2 taskai. Nesunkiai parodoma, kad atstumas tarp jy bus ne didesnis uz %

apskritimu, kurio spindulys lygus 1
7

Kiek narveliy reikéty tureti, kad, isdalijus 51 zuikj (taska), bent viename narvelyje atsidurty

° Vienetiniame kvadrate yra 51 taskas. Jrodykite, kad kokius nors tris i$ jy galima padengti
bent 3 i3 jy?

Padalinkime kvadratg j 25 lygius kvadratélius 1.1 Remiantis Dirichle principu, bent vie-
name i3 Siy kvadratéliy bus bent 3 taskai. Belieka parodyti, jog tokj kvadratélj galima uz-
2

. oy e . Q 1 & Fi 2 1
L =>~2-— T
dengti apskritimu, kurio spindulys , I3 tiesy S 2 5 nes o> =0

N\ a J
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Staciakampyje, kurio matmenys 3 x4, yra 6 taskai. Jrodykite,
kad tarp jy atsiras 2 taskai, tarp kuriy atstumas bus ne didesnis

uz /5.

Kadangi 3esi taskai aiskiai yra zuikiai, svarbu sugalvoti, kaip
padalinti §j staciakampj j penkis narvelius.

Padalinkime staciakampj j 5 dalis, kaip parodyta 2 paveiksle- 2 pav.

lyje. Akivaizdu, kad, remiantis Dirichlé principu, bent vienoje

i$ Siy daliy bus bent 2 taskai, kadangi daliy (narveliy) yra 5, o tasky (zuikiy) — 6. Tereikia pa-
rodyti, kad atstumas tarp bet kuriy tasky tose dalyse yra ne didesnis uz \J5. Ta visai nesun-
ku padaryti.

° PlokStumoje duoti 25 taskai. Be to, tarp bet kuriy 3 i$ jy atsiras 2 tokie, tarp kuriy atstumas
bus mazesnis uz 1. Jrodykite, kad egzistuoja apskritimas su spinduliu, kurio viduje bus ne
maziau 13 Siy tasky.

ﬂ 25 taskus reikéty dalinti j 2 grupes / apskritimus (narvelius), kad vienoje buty ne maziau
nei 13 tasky. Kaip? IS pradziy pasirinkime bet kurj taska (tarkime, A) ir apibrézkime apie
ji (kaip centrg) apskritima, kurio spindulys bus lygus 1. Jeigu Sio apskritimo viduje bus ne
maziau kaip 13 tasky, tai jau gavome, ka noréjome. Ka daryti, jeigu ne?

E Pasirinkime bet kurj taska (tarkime, A) ir apibrézkime apie jj (kaip centrg) apskritima, kurio
su spindulys lygus 1. Jeigu Sio apskritimo viduje bus ne maziau kaip 13 tasky, tai jau ga-
vome, kg noréjome. Jeigu ne, laisvai pasirinke apskritimo iSoréje esantj taska (tarkime, B),
apie jj (kaip centra) taip pat apibrézkime apskritima, kurio spindulys bus lygus 1. Bet kuris
i$ 25 tasky bus kurio nors is Siy dviejy apskritimy viduje: is tiesy, jei baty toks taskas C, ku-
ris nebuty né vieno i$ iy apskritimy viduje, tai reiksty, kad atstumas AC > 1 ir BC > 1. Bet
ir AB >1 (nes taskas B nebuvo pirmojo apskritimo viduje). Taigi nepatenkinama uzdavinio
salyga, kad tarp bet kuriy 3 tasky atsiras 2 tokie, tarp kuriy atstumas bus mazesnis uz 1.
Gauname priestara. Taigi visi 25 taskai paklitna j kurio nors i Siy dviejy vienetiniy apskri-
timy vidy. 25 taskai - zuikiai, 2 apskritimai — narveliai, bent viename narvelyje bus bent

13 zuikiy.

i J

Specialieji moduliai parengti jgyvendinat Specialiosios pedagogikos ir psichologijos centro projektg ,,Mokiniy akademiniy gebéjimy
atpazinimo ir jy ugdymo kokybés plétra”. Visos teisés saugomos. Kopijuoti, platinti, naudoti ne projekto veikloms draudziama.




