15 Invariantai (Sachmaty lentos uzdaviniai ir ne tik).

A dalis

lvadas
Mokytojui

Invarianty tema yra gana universali ir 3ios taktikos panaudojimo galimybiy yra tikrai daug. Cia pateikiami
tik kai kurie Sios temos uzdaviniai, bet ir jie leis susipazinti su Siuo metodu bei jgauti jgudziy ieskoti, atrasti,
o kartais ir,,sukurti” tai, kas nekinta (invariantus). Medziagoje mokiniui pateikti keli pavyzdziai ir jy paaiskini-
mai pristato invarianty tema ir pagrindinius Zingsnius.

Numatoma, kad Sis moduliukas (A dalis) gali bati naudojamas jau dirbant su stipresniais 5-6 klasiy moki-
niais, taciau jis puikiai tiks ir 7-8 klasiy mokiniams, ypac jei jie tik pradeda aiskintis 3ig tema.

Mokiniui

Pirmiausia panagrinékime grupe uzdaviniy, kuriuos galime spresti invarianty metodu ir kuriy dauguma
yra susije su vadinamaisiais ,Sachmaty lentos” uzdaviniais.

Kaip spresti?

1 pavyzdys

Turime 8x8 Sachmaty lentg ir domino kauliuky rinkinj (1x2 staciakampiuky). Tarkime, $achmaty
lentoje iskirpome vieng jos kampinj langelj. Ar bus jmanoma padengti likusius Sachmaty lentos lan-
gelius domino kauliukais?

Atsakymas / sprendimas

Be abejo, ne. I3kirpus viena langelj (nesvarbu kurj), liks 63 langeliai, t. y. nelyginis langeliy skaicius.
Kaip bedéliotume domino kauliukus, jais galésime padengti tik lyginj skaiciy langeliy.

Sis paprastutis uzdavinys aiskiai pademonstruoja metoda, leidziantj spresti ir kur kas sudétingesnius uz-
davinius. Yra daugybé uzdaviniy, kuriuose reikia kazka issiaiskinti apie galutine ,sistemos” buseng, kai ja
(,sistema”) galima jvairiai keisti (Siuo atveju galéjome visaip kaitalioti domino kauliuky iS3déstyma; turéjome
iSsiaiskinti, ar tokiu budu pavyks padengti Sachmaty lentq). Aiskéja, jog perrinkti visus jmanomus variantus
yra labai sunku ar net nejmanoma (net ir Siame paprastame uzdavinyje perrinkinéti visus variantus, ,nepa-
metant” né vieno, nelengva). Taciau kartais egzistuoja tam tikras dydis, kuris nekinta viso ,sistemos” kitimo
metu. Sis dydis ir vadinamas invariantu. Gali bati, jog i3siaiskinus ta nekintantj dydj bus jmanoma kai kg nu-
spresti ir apie galutine ,sistemos” busena, t. y. atsakyti j uzdavinio klausima. Kartais tas invariantas yra labai
lengvai pastebimas (tarkime, duotame pavyzdyje tai buvo langeliy skaiciaus lyginumas), kartais jj kur kas
sunkiau pastebéti arba reikia imtis papildomy veiksmy (pavyzdziui, jvairiy ,spalvinimy”) tam, kad ,sukurtu-
me” invarianta. Bet kokiu atveju, Sis metodas gali bati labai veiksmingas. Jis ypa¢ daznai naudojamas jvai-
riems,Sachmaty lentos” uzdaviniams spresti ir ne tik. Svarbu iSmokti pastebéti tai, kas galéty bati invariantu.

Invarianty lengviausia mokytis nagrinéjant pavyzdzius. Todél pateiksime dar keleta pavyzdziy, kurie pa-
dés suprasti metodo idéja.
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Kaip spresti?

2 pavyzdys

IS Sachmaty lentos priesSingy kampy iSpjauname po 1 langelj. Ar Siuo atveju galésime domino
kauliukais padengti Sachmaty lentg?

Atsakymas / sprendimas

Ne, negalima. Bus iSpjauti 2 juodi arba 2 balti langeliai. Tarkime, juodi. Tada liks 30 juody ir 32
balti langeliai, kuriuos reikés padengti. Tam, kad padengtume Siuos 62 likusius langelius, turésime
panaudoti 31 domino kauliuka, bet jie negalés padengti 32 balty ir 30 juody langeliy, nes kiekvienas
domino kauliukas dengia lygiai 1 juoda ir 1 baltg langelj.

3 pavyzdys

Staciakampés dézutés dugnas buvo padengtas 1x4 ir 2x2 stacia- #
kampémis plytelémis. ISpylus plyteles i$ déZzutés, viena 2x2 plytelé
pasimeté. Vietoj jos buvo pasillyta 1x4 plytelé. [rodykite, kad dabar
nepavyks plyteléemis padengti dézutés dugno.

@
%x %
Atsakymas / sprendimas @ &

Cia su paprasta sachmaty lenta neissiversime. Reikia ,nudazyti”
langelius, kaip pavaizduota 1 pav. Nagrinékime, kiek juody langeliy
tokiu atveju dengs 2x2 ir 1x4 plytelés: bet kuri 2x2 plytelé dengs
lygiai 1 juoda langelj, o 1x4 plytelé dengs 0 arba 2 juodus langelius.
Taigi ir vél, kaip besistengtume, pakeitus 2x2 plytele 1x4 plytele, 1 pav.
nepavykty padengti dézutés dugno (,kirsis” lyginumas).

Cia nagrinéjome vadinamuosius ,$achmaty lentos” uzdavinius. Sio tipo uzdaviniai pateikti pirmiausiai.
Taciau invarianty uzdaviniai tikrai neapsiriboja tokio tipo uzdaviniais. Kaip minéjome, invariantu gali bati bet
kokia nagrinéjamos ,sistemos” savybé, kuri islieka nepakitusi jvairiai kaitaliojant pacia sistema. Labai daznai
tai yra lyginumas arba apskritai dalumas. Pabandykite tuo remtis ir surasti invariantus vélesniuose uzdavi-
niuose (dazniausiai reikés remtis dalumo savybémis).

Uzdaviniai
° Ar galima 10x10 sachmaty lenta padengti T formos figlrélémis, turinc¢iomis 4 langelius'?

ﬂ Nagrinékite, kiek juody langeliy dengia kiekviena figarélé ir koks bus visy uzdengty juody
langeliy lyginumas (lyginis ar nelyginis skaicius).

Ne, nes kiekviena figarélé dengia 1 arba 3 juodus langelius. IS viso reikia 25 figlréliy. Jos galés pa-
dengti tik nelyginj juody langeliy skaiciy, o reikia padengti 50 (t. y. lyginj skaiciy) juody langeliy.

& L | T formos figarélé i$ 4 langeliy. /_\ J
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Turime Sachmaty lenta. LeidZiama atlikti tokig operacija — perdazyti vienos eilutés arba vie-
no stulpelio visus langelius prieSingomis spalvomis. Ar jmanoma tokiu budu pasiekti, kad
likty tik vienas juodas langelis?

Paziurekite, kaip keiciasi juody langeliy skaicius perdazant bet kuria eilute.

Pastebime, jog perdazant bet kurig eilute (arba stulpelj) juody langeliy skaicius keiciasi
lyginiu skaic¢iumi. Todél, kaip mes beatliktume Sias operacijas, niekaip negausime vieno
juodo langelio.

Sachmaty lentoje galime priesingomis spalvomis perdazyti visus langelius, esan¢ius 2x2
kvadratélyje, dengianciame 4 Sachmaty lentos langelius. Ar po keliy tokiy operacijy galétu-
me gauti lenta su vienu baltu langeliu?

Sprendimas analogiskas 2 uzdavinio sprendimui.

Ant lentos uzrasoma 10 pliusy ir 15 minusy. Leidziama nutrinti bet kuriuos du Zenklus ir
vietoj jy parasyti pliusa, jei tie Zenklai sutampa, arba minusa, jei jie skirtingi. Koks zenklas
galiausiai liks lentoje (po 24 operacijy)?

Pabandykite pliusus pakeisti j 1, o minusus pakeisti j —1 ir nagrinéti visy skaiciy sandauga.

Galima kiekvieng pliusa pakeisti 1, 0 minusg pakeisti -1 ir nagrinéti visy skaiciy sandauga.
IS pradziy ji yra lygi -1, o atlikdami kiekvieng keitimo operacijag gauname ty dviejy skaiciy
sandauga. Taigi sandauga nekinta, todél galiausiai likusi sandauga bus lygi —1. Vadinasi,
liks -1, t. y. minusas. Taip pat galima pliusus keisti 0, o minusus 1 ir nagrinéti visy skaiciy
suma. Pastebésime, jog suma, atliekant keitimus, keiciasi lyginiu skai¢iumi (islaiko savo
lyginuma). Jei i$ pradziy ji buvo nelyginé (15), galiausiai galés likti tik 1, t. y. minusas. Ana-
logiSkai galime nagrinéti minusy skaiciaus kitima - jis taip pat kis lyginiu skai¢iumi, t. y.
iSlaikydamas lyginuma. Todeél liks 1 minusas.

Ant lentos uzraSytas tam tikras pliusy bei minusy skaicius. Leidziama nutrinti bet kuriuos du
Zenklus ir vietoj jy parasyti pliusa, jei tie Zenklai skirtingi, ar minusa, jei jie sutampa. Jrodyki-
te, kad paskutinis Zenklas, likes lentoje, nepriklausys nuo to, kokia tvarka trinsime.

Samprotauti panasiai kaip 4 uzdavinyje.

Sachmaty lentos 5x5 kiekviename langelyje tupi po vabala. Kazkuriuo momentu visi vaba-
lai perropoja j kaimyninj (horizontaliai ar vertikaliai) langelj. Jrodykite, kad tokiu atveju liks
bent vienas tuscias langelis (be ant jo tupincio vabalo).

Panagrinékite, kiek lentoje yra juody ir kiek balty langeliy.

Kadangi 5x5 Sachmaty lentos langeliy skaicius yra nelyginis, tai balty ir juody langeliy
negali bati vienodai. Tarkime, daugiau yra juody langeliy. Tada vabaly, tupinciy ant balty
langeliy, maziau nei juody langeliy. Todél bent vienas juodas langelis liks tuscias, nes ant
juody langeliy atropos tik tie vabalai, kurie i$ pradziy tupéjo ant balty langeliy.
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Jrodykite, kad pavyks padengti $achmaty lentag domino kauliukais, jei iSpjausime po 1 skirtin-
gos spalvos langelj. Kokj metoda taikysite, nepriklausomai nuo to, kurie langeliai bus iSpjauti.

ﬂ Cia galima nagrinéti daug domino sudéliojimo strategijy, atsizvelgiant j vienokias ar ki-
tokias iSpjauty langeliy padétis. Bet tuomet invarianty metodo panaudojimo galimybiy
baty nedaug. Be abejo, invarianty metodas dazniausiai tinka uzdaviniams, kur atsakymas
yra,ne” (beje, tik atsakymas, kad yra,nejmanoma®, ,negalima” arba ,nepavyks”, tikrai dar
néra tokiy uzdaviniy sprendimas; tokie atsakymai labai mazai ko verti, jei néra jrodomi,
nes paprastai jie akivaizdUs, o visa iSmintis — parodyti, kad tikrai jokiais budais tas,ne” ne-
pasitvirtins). Taciau kartais invarianty metodg (nors paprastai ne taip akivaizdziai) galima
pritaikyti ir teigiamam atsakymui pagrjsti. Pavyzdziui, Siame uzdavinyje. Pabandykite rasti
bada, kaip sujungti visus Sachmaty lentos langelius, kad véliau, iSpjovus du skirtingos
spalvos langelius, buty akivaizdus padengimo domino kauliukais galimumas.

E Tarkime, kad turime Sachmaty lentga (kol kas dar be ispjauty langeliy). Sujunkime (,pereiki-
me”) langelius istisine linija, kaip parodyta 6 pav. Linija jungia (arba ,padengia“) visus lentos
langelius. Dabar, tarkime, kad iSpjaunami bet kurie (!) du skirtingy spalvy langeliai. Tada Si
linija dviejose vietose ,nutriksta” (zr. 7 pav.). Linija buvo istisiné, o nutruko ties baltu ir juo-
du langeliais; naujai susidariusios dvi linijos prasidés vienos spalvos, o baigsis kitos spalvos
langeliu - taigi kiekviena nauja linija eis per lyginj langeliy skaiciy, todél Sias dvi linijas (ats-
tovaujancias likusiai Sachmaty lentos daliai) bus galima padengti dviem,iStisinémis” domi-
no kauliuky eilémis / linijjomis. Kaip matome, taip samprotaudami (pasirinke istisine linija),
nepriklausomai nuo to, kokiose vietose bus iSpjauti skirtingy spalvy langeliai, gausime dvi
linijas su lyginiu dengiamy langeliy skai¢iumi (tas lyginumas ir bus invariantas).
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