16 Invariantai (Sachmaty lentos uzdaviniai ir ne tik).

B dalis

lvadas
Mokytojui

Invarianty tema gana universali ir 3ios taktikos panaudojimo galimybiy yra tikrai daug. Cia pateikiami tik
kai kurie Sios temos uzdaviniai, bet ir jie leis susipazinti su Siuo metodu, siekiant atrasti, o kartais ir,sukurti”
tai, kas nekinta (invariantus). MedZiagoje mokiniui pateikti keli pavyzdziai ir jy paaiskinimai pristato invari-
anty tema ir pagrindinius Zingsnius.

Modulis skirtas jau pazengusiems 7-8 klasiy mokiniams. Jei jie tik pradeda aiskintis Sig temg, deréty pra-
déti nuo A dalies.

Mokiniui

Pirmiausia panagrinékime grupe uzdaviniy, kuriuos galime spresti invarianty metodu ir kuriy dauguma
yra susije su vadinamaisiais ,Sachmaty lentos” uzdaviniais.

Kaip spresti?

1 pavyzdys

Turime 8x8 Sachmaty lentg ir domino kauliuky rinkinj (1x2 sta¢iakampiuky). Tarkime, $achmaty
lentoje iskirpome vieng jos kampinj langelj. Ar bus jmanoma padengti likusius Sachmaty lentos lan-
gelius domino kauliukais?

Atsakymas / sprendimas

Be abejo, ne. I3kirpus viena langelj (nesvarbu kurj), liks 63 langeliai, t. y. nelyginis langeliy skaicius.
Kaip bedéliotume domino kauliukus, jais galésime padengti tik lyginj skaiciy langeliy.

Sis paprastutis uzdavinys aiskiai pademonstruoja metoda, leidziantj spresti ir kur kas sudétingesnius uz-
davinius. Yra daugybé uzdaviniy, kuriuose reikia kazka issiaiskinti apie galutine ,sistemos” buseng, kai ja
(,sistema”) galima jvairiai keisti (Siuo atveju galéjome visaip kaitalioti domino kauliuky iS3déstyma; turéjome
iSsiaiskinti, ar tokiu budu pavyks padengti Sachmaty lentq). Aiskéja, jog perrinkti visus jmanomus variantus
yra labai sunku ar net nejmanoma (net ir Siame paprastame uzdavinyje perrinkinéti visus variantus, ,nepa-
metant” né vieno, nelengva). Taciau kartais egzistuoja tam tikras dydis, kuris nekinta viso ,sistemos” kitimo
metu. Sis dydis ir vadinamas invariantu. Gali bati, jog i3siaiskinus ta nekintantj dydj bus jmanoma kai kg nu-
spresti ir apie galutine ,sistemos” busena, t. y. atsakyti j uzdavinio klausima. Kartais tas invariantas yra labai
lengvai pastebimas (tarkime, duotame pavyzdyje tai buvo langeliy skaiciaus lyginumas), kartais jj kur kas
sunkiau pastebéti arba reikia imtis papildomy veiksmy (pavyzdziui, jvairiy ,spalvinimy”) tam, kad ,sukurtu-
me” invarianta. Bet kokiu atveju, Sis metodas gali bati labai veiksmingas. Jis ypa¢ daznai naudojamas jvai-
riems,Sachmaty lentos” uzdaviniams spresti ir ne tik. Svarbu iSmokti pastebéti tai, kas galéty bati invariantu.

Invarianty lengviausia mokytis nagrinéjant pavyzdzius. Todél pateiksime dar keleta pavyzdziy, kurie pa-
dés suprasti metodo idéja.

- N /




16 Invariantai (Sachmaty lentos uzdaviniai ir ne tik).

B dalis

Kaip spresti?

2 pavyzdys

IS Sachmaty lentos priesingy kampy isSpjauname po 1 langelj. Ar Siuo atveju galésime domino
kauliukais padengti Sachmaty lentg?

Atsakymas / sprendimas

Ne, negalima. Bus iSpjauti 2 juodi arba 2 balti langeliai. Tarkime, juodi. Tada liks 30 juody ir 32
balti langeliai, kuriuos reikés padengti. Tam, kad padengtume Siuos 62 likusius langelius, turésime
panaudoti 31 domino kauliuka, bet jie negalés padengti 32 balty ir 30 juody langeliy, nes kiekvienas
domino kauliukas dengia lygiai 1 juoda ir 1 baltg langelj.

3 pavyzdys

Staciakampés dézutés dugnas buvo padengtas 1x4 ir 2x2 stacia- 9%
kampémis plytelémis. ISpylus plyteles is dézutes, viena 2x2 plytelé [*
pasimeté. Vietoj jos buvo pasillyta 1x4 plytelé. [rodykite, kad dabar
nepavyks plyteléemis padengti dézutés dugno.

u
% %
Atsakymas / sprendimas z‘ g

Cia su paprasta $achmaty lenta neissiversime. Reikia ,nudazyti”
langelius, kaip pavaizduota 1 pav. Nagrinékime, kiek juody langeliy
tokiu atveju dengs 2x2 ir 1x4 plytelés: bet kuri 2x2 plytelé dengs
lygiai 1 juoda langelj, o 1x4 plytelé dengs 0 arba 2 juodus langelius.
Taigi ir vél, kaip besistengtume, pakeitus 2x2 plytele 1x4 plytele, 1 pav.
nepavykty padengti dezutés dugno (,kirsis” lyginumas).

R RR
Enininin

Cia nagrinéjome vadinamuosius ,$achmaty lentos” uzdavinius. Sio tipo uzdaviniai pateikti pirmiausiai.
Taciau invarianty uzdaviniai tikrai neapsiriboja tokio tipo uzdaviniais. Kaip minéjome, invariantu gali bati bet
kokia nagrinéjamos ,sistemos” savybé, kuri islieka nepakitusi jvairiai kaitaliojant pacia sistema. Labai daznai
tai yra lyginumas arba apskritai dalumas. Pabandykite tuo remtis ir surasti invariantus vélesniuose uzdavi-
niuose (dazniausiai reikés remtis dalumo savybémis).




16 Invariantai (Sachmaty lentos uzdaviniai ir ne tik).

B dalis

Uzdaviniai
G Ar galima 10x10 Sachmaty lentg padengti 1x4 plytelémis?

ﬂ Cia reikéty pabandyti atrasti tokj lentos nudazymo buda, kur viena plytele padengtumeéte,
pavyzdziui, tik vieng tamsy langel;.

E Nudazius lentg tokiu budu matome, kad ant
jos bet kur uzdéta 1x4 plytelé dengs 1 tamsy
ir 3 Sviesius langelius. Kadangi lentoje yra 24
tamsus langeliai, galimos tik 24 plytelés. Jos i$
viso dengs 96 langelius; 4 balti lentos langeliai
liks neuzdengti. Dar vienos 1x4 plytelés neiseis
padeti, nes ji dengia 1 tamsy langelj, o tokiy
neuzdengty lentoje nebeliko. Taigi 10x10 lentos
uzdengti 1x4 plytelémis nejmanoma.

1 pav.

° Lenteléje 4x.4 sgra_sytl pl|u§a| ir ml.nu.sal kaip par.o- 01— el -4+ 1+
dyta 2 paveikslélyje. LeidZiama keisti zenklus prie-
v . . . + |+ |+ |+ o e e N
ingais vienu metu visuose langeliuose, esanciuose
q q q q q g q 0 Qg + |+ |+ |+ |+ |+
viename stulpelyje, vienoje eilutéje, vienoje jstri- Bl M el s
Zainéje ar tieséje, lygiagrecioje bet kuriai jstrizainei ull s M Ml M Bl s
(taip pat ir bet kuriame kampiniame langelyje). 2 pav. Hl+H|+H ]+t
. . .. . . +(+ |+ |+ |+ |+
a) Ar jmanoma, atliekant Sias operacijas, gauti
lentele, kurioje nebaty né vieno minuso? 3 pav.

b) ISspreskite §j uzdavinj lentelei, pavaizduotai 3
paveikslélyje.

n Cia reikéty pabandyti atrasti tokj lentos uztusavimo badg, kad, sukeitus pliusus j 1, o mi-
nusus j —1, nagrinédami sandaugas uztusuotuose langeliuose gautume, jog sandauga
iSlieka lygi -1, kaip bekeistume Zenklus.

H . Sukeite pliusus j 1, 0 minusus j -1, nagriné- il S O A e e
jame sandaugas uztusuotuose langeliuose + 4+ [+ |+ + [+ [+ ]+ ]+
(zr. 4 pav.). Pastebime, jog sandauga islieka + |+ |+ |+ + |+ ]+ [+ |+
lygi -1, kaip bekeistume zenklus. Taigi, galiau- + (R I PR I I O
siai tuose uztusSuotuose langeliuose vis tiek e tl+l+ 1+ 1+ 1+
liks bent vienas minusas.
[+ |+ +]+

b) Analogiskai uztusuojame (zr. 5 pav.).
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16 Invariantai (Sachmaty lentos uzdaviniai ir ne tik).

B dalis

Ant lentos uzradyta keletas nuliuky, vienetuky bei dvejetuky. Leidziama nutrinti bet kuriuos
du nelygius skaicius ir vietoj jy parasyti skaiciy, nelygy né vienam is jy (t. y. 0 vietoj 1 ir 2, 1
vietoj 0ir 2, 2 vietoj 0 ir 1). Jrodykite, kad jeigu po keliy tokiy operacijy lentoje liks tik vienas
skaicius, tai jis nepriklausys nuo to, kokia tvarka vyko trynimas.

ﬂ Panagrinékite, kaip su kiekvienu éjimu keiciasi nuliuky, vienetuky ir dvejetuky skaiciy lygi-
numas.

E Nagrinéjame atitinkamai nuliuky, vienetuky bei dvejetuky skaicius: n,, n_ ir n,. Po kiekvie-
no pakeitimo du i3 jy sumazéja vienetu, o trecias vienetu padidéja. Taigi jy visy lyginumas
kartu pasikeicia. Ir taip kiekviena karta. Galiausiai, jeigu gauname, jog lieka kazkuris vienas
i$ ty skaiciy, reiskia, jog ty skaiciy skaiciaus lyginumas skyreési nuo kity dviejy skaiciy kie-
kio lyginumo. Vadinasi, kaip nors kitaip atlikdami proceduras taip pat negalésime gauti,
jog kuris nors kitas likty (jo lyginumas bus toks pats kaip ir kito, tad jis negalés likti vienas,
o kity - po nulj).

Ar jmanoma ant languoto popieriaus nuspalvinti 25 langelius taip, jog kiekvienas langelis
turéty nelyginj skaiciy nuspalvinty kaimyniniy langeliy? (Kaimyniniais langeliais vadinami
tie, kurie turi bendra krastine.)

ﬂ Koks gi i$ viso nuspalvinty krastiniy skaicius, nagrinéjant nuspalvinty langeliy, turin¢iy
vieng, du, tris ar keturis nuspalvintus ,kaimynus”, skaicius?

E PasiZzymime nuspalvinty langeliy, turinciy vieng nuspalvintg ,kaimyna®, skaiciy n,, turin-
¢iy du nuspalvintus ,kaimynus” - n, tris-n, keturis — n, Dabar skai¢iuokime ,bendry”
nuspalvinty krastiniy skaiciy N.

N:%(n1 +2n, +3n3+4n4):%(n1 +n,)+n,+n,+2n,.

Kadangi N - sveikasis skaiCius, tai n, + n_turi bati lyginis skaicius, t. y. langeliy, turiniy ne-
lyginj skaiciy ,kaimyny”, skaicius gali buti tik lyginis (negali bati 25).

° IS pradziy didzZiulé salé yra tuscia. Kiekvieng minute j kambarj arba jeina vienas Zmogus,
arba du iSeina. Ar gali po 39 minuciy saléje bati 3'°%° + 2 Zmonés?

ﬂ Panagrinékite, koks yra skirtumas tarp dviejy galimy zmoniy skaiciaus pokyciy kiekvieng
minute.

E Jei kazkuriuo momentu saléje yra n Zzmoniy, tai po vienos minutés saléje bus n + 7 arba n -
2 zmones. Skirtumas tarp Siy dviejy galimy zmoniy skaiciy yra 3. Tesdami toliau, matome,
kad bet kuriuo laiko momentu visi galimi Zmoniy skaiciaus variantai skiriasi vienas nuo
kito per 3 kartotinj. Po 3'° minuciy vienas i$ galimy zmoniy skaiciaus saléje varianty baty
31999 (jei kiekvieng minute j sale jeity po vieng Zmoguy). Taigi visi kiti variantai turéty skirtis
nuo 3" per skaiciaus 3 kartotinj, t. y. dalintis i$ 3. Todél akivaizdu, kad 3'°° + 2 negali bati
tinkamu variantu.
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B dalis

Ant stalo yra a juody, b balty ir c raudony kamuoliuky. Vienu Zingsniu galite pasirinkti bet
kuriuos du skirtingy spalvy kamuoliukus ir pakeisti juos vienu trecios spalvos kamuoliuku.
Jeigu galiausiai liks tik vienas kamuoliukas, jo spalva nepriklausys nuo to, kokia tvarka vyks
pakeitimai. Kokiu atveju gali buti pasiekta tokia galutiné situacija?

E Panagrinékite, kaip kiekviename zingsnyje keiciasi skirtingy spalvy rutuliuky skaiciaus ly-
ginumas.

B Kiekvienu zingsniu kiekvienos spalvos kamuoliuky skaicius (a, b ir ¢) pakeicia savo lyginu-
ma. Jeigu kurios nors spalvos kamuoliuky skaiciaus lyginumas i$ pradziy skiriasi nuo kity
dviejy spalvy kamuoliuky lyginumo, jis 3ig savybe islaikys iki pabaigos. Sios spalvos ka-
muoliukas ir likty paskutinis.

Kiekvienas i$ skai¢iy nuo 1 iki 10° yra pakartotinai kei¢iamas savo skaitmeny suma tol, kol
turime 10° vienazenkliy skaiciy. Sioje situacijoje bus daugiau 1-ty ar 2-ty?

Panagrinékite skaiciy liekanas dalijant i$ 9 (mod 9). Ar jos kinta, keiciant skaiciy jo skaitme-
ny suma?

Nagrinékime kiekvieno skaiciaus liekang mod 9. Ji yra invariantas (tikriausiai galétuméte
nesunkiai jrodyti, juk esate girdéje apie dalumo i$ 9 pozymj). Kadangi 10° = 1 mod 9, tai
vienetuky liks daugiau nei dvejetuky.

Dideléje tarptautinéje konferencijoje dalyviai pasisveikina paspausdami rankas. Konferen-
cijos dalyvj vadinsime ,nelyginiu®, jei jis paspaudé rankas nelyginj skaiciy karty. Kitu atveju
dalyvj vadinsime ,lyginiu” Jrodykite, kad bet kuriuo momentu yra lyginis skaicius ,nelygi-
niy” dalyviy.

Ar,nelyginiy” dalyviy skaiciaus lyginumas keiciasi?

Suskirstykime konferencijos dalyvius j aibes L (,lyginiai” dalyviai) ir N (,nelyginiai“ daly-
viai). Aibés N skaicius nekeicia savo lyginumo: jei du ,nelyginiai” dalyviai paspaudzia vie-
nas kitam rankas, N skaicius sumazéja 2, jei du,lyginiai” dalyviai paspaudzia vienas kitam
rankas, N skaicius padidéja 2, o jei,lyginis” ir ,nelyginis” dalyviai paspaudzia vienas kitam
rankas, N skaicius lieka nepakites. Kadangi i$ pradziy N skaicius yra lygus 0, tai bet kuriuo
momentu yra lyginis skaicius ,nelyginiy” dalyviy.
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o

B dalis

Apskritimas padalintas j 6 sektorius. Tada j sektorius (tarkime, pagal laikrodZio rodykle) jra-
Syti skaiciai 1,0, 1,0, 0, 0. Vienu é&jimu galima padidinti du salia esancius skaicius vienetu. Ar
atlikus kazkiek tokiy éjimy jmanoma sulyginti visus skaicius?

Jeia,a, .. a, yraant apskritimo esantys skaiciai (nesvarbu, kuriuo momentu), ka galima
pasakyti apie skaiCiy/=a, -a,+a,-a,+a.-a.?

Tarkime, a,, a,, ..., a, yra ant apskritimo esantys skaiciai (nesvarbu, kuriuo momentu). Tada
skaiCiusI=a, - a, + a,-a,+a,-a,yrainvariantas (ar akivaizdu kodél?). Pradiniu momentu
I =2, todél nejmanoma pasiekti trokStamo varianto / = 0.

/) J

Kuriame
Lietuvos ateitj
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