2. Kombinatorika, | dalis

Varianty perrinkimo uzdaviniai

Jvadas
Mokytojui

Kombinatorika — matematikos Saka, nagringjanti tam tikros baigtinés aibées elementy junginiy (kombina-
cijy), tenkinanciy tam tikrus kriterijus, sudarymo principus ir ty junginiy skaic¢iaus radimo metodus. Kombi-
natorika labai daznai taikoma praktiniams uzdaviniams spresti. Jos metodai taikomi sprendziant tikimybiy
teorijos, valdymo sistemy, kompiuterijos uzdavinius.

Pavyzdziui, kombinatorikos uzdaviniai yra tokie:

« Kiek yra skirtingy 52 korty kaladés iSmaisymo kombinacijy?

- Keliais budais galima pasitti trispalve véliava i$ n skirtingy spalvy audeklo?

- Keliais buadais knygy lentynoje galima isrikiuoti n knygy?

- Keliais budais is n Zmoniy grupés galima sudaryti m Zzmoniy pogrupj?

Kombinatorinius uzdavinius sprendé dar senovés graiky matematikai, taciau Sios matematikos $akos pa-
grindai sukurti XVIl ir XVIII a. matematiky: Paskalio (1623-1662), Leibnico (1646-1716) ir Bernulio (1654-1705).

Pries iSmokstant greitai suskaiciuoti varianty kiekj, batina pasitreniruoti iSrasinéjant visus variantus.

1-7 uzdaviniai (1 ir 2 mokinio lapai) rekomenduojami 3-4 klaséms, 8-35 uzdaviniai (3-9 lapai) rekomen-
duojami 3-6 klaseéms, 36-51 uzdaviniai (nuo 10-o lapo) rekomenduojami 5-8 klasémes.

Mokiniui

Sprendziant uzdavinius, kuriuose prasoma iSvardyti arba suskaiciuoti galimus variantus, svarbiausia at-
kreipti démesj j Siuos du dalykus:

1. Nepraleisti né vieno varianto.

2. Nesuskaiciuoti kurio nors i$ varianty keletg karty.

Skaiciuojant galimus variantus, patartina vadovautis Siais principais, kurie padés iSvengti klaidy:
1. Rasyti (arba iSdéstyti jau uzrasytus) variantus didéjimo arba mazéjimo tvarka.

2. Grupuoti variantus po kelis pagal tam tikra panasuma.

3. Remtis ankstesniais (panasiais) uzdaviniais, kuriy atsakymas jau Zinomas.

Nebutina vadovautis visais trimis iSkart — pakanka bet kurio vieno.

Pavyzdys. JeijauiSrasyti visi trizenkliai skaiciai, sudaryti is skirtingy skaitmeny 1, 2 arba 3, uzduot;j suskai-
¢iuoti visus keturzenklius skaicius, sudarytus is skirtingy skaitmeny 1, 2, 3 arba 4, galima atlikti trejopai:
a) iSrasant didéjimo tvarka visus skaicius: 1234, 1243, 1324, 1342 ir t. t,
b) grupuojant pagal paskutinj skaitmenj ir iSrasant visus galimus variantus;
c) remiantis iSsprestu uzdaviniu teigti:, Kai uzrasytas pirmas skaitmuo, lieka dar trys skaitmenys, kuriuos galé-
sime isdélioti 6 budais (tiek pat, kiek ir su skaitmenimis 1, 2, 3). Vadinasi, 6 budai su vienetu priekyje, 6 budai
su dvejetu priekyje, 6 bldai su trejetu priekyje ir 6 budai su ketvertu priekyje. IS viso 24 budai / skaiciai.”
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Pirmokas Jonukas moka parasyti tik A ir M raides. Jis uzraso dvi raides paeiliui.

a) Kiek skirtingy raidziy deriniy jis gali sudaryti?
b) Kiek skirtingy raidziy deriniy jis sudarys, jei abi uzrasytos raidés turi bati skirtingos?

Atsakydami j abu klausimus, uzraSykite visus galimus raidziy derinius.

Kiek skirtingy raidziy deriniy galima sudaryti, jei pirmoji raidé baty A? O jei pirmoji raide
baty M?

a) 4:AA AM, MA, MM.

b) 2: AM, MA.

Kiek skirtingy dvizenkliy skaiciy galima sudaryti is skaitmeny 1, 2 ir 3, jei abu skaiciaus
skaitmenys privalo bati skirtingi? Uzrasykite visus tokius skaicius.

Pasirinkite pirmajj skaitmenj, o tada ziurékite, koks antrasis tikty po jo.

6:12,13, 21, 23, 31, 32.

Jonukas (tas, kuris mokéjo parasyti tik A ir M raides) iSmoko parasyti ir raide K. Jis uzraso dvi
raides paeiliui.

a) Kiek skirtingy raidziy deriniy jis gali sudaryti?
b) Kiek skirtingy raidziy deriniy jis sudarys, jei abi uzrasytos raideés turi bati skirtingos?

Atsakydami j abu klausimus, uzrasykite visus galimus raidziy derinius.

Kiek skirtingy raidziy deriniy galima sudaryti, jei pirmoji raidé buty A? O jei pirmoji raidé
baty K? O jei M?

a) 9:AA, AK, AM, KA, KK, KM, MA, MK, MM.
b) 6: AK, AM, KA, KM, MA, MK.

Taigi, Jonukas moka parasyti tris raides: A, Kir M. Jis uzraso tris raides paeiliui. Kiek skirtingy
raidziy deriniy jis gali sudaryti, jei visos trys uzrasytos raidés turi bati skirtingos? Uzrasykite
visus galimus raidziy derinius.

Pasirinkite pirmaja raide, o tada zitrékite, kokia antroji tikty po jos.

6: AKM, AMK, KAM, KMA, MAK, MKA.

Petraiciy Seima (tété Antanas, mama Maryte ir jy sinus Karolis) iSsinuomojo triviete valtj.
Keliais badais jie gali susésti valtyje? Pavaizduokite visus galimus susédimo budus.

Jei zmones zymétumeéte jy vardy pirmosiomis raidémis, kiek tokiy raidziy deriniy galétu-
méte sudaryti?

6: AKM, AMK, KAM, KMA, MAK, MKA. J
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2. Kombinatorika, | dalis

Kiek skirtingy trizenkliy skaiciy galima uzrasyti, naudojant tik skaitmenis 1 ir 2 (skaitmenys
skaiciuje gali kartotis)? Surasykite tuos skaicius didéjimo tvarka.

Koks buty maziausias skaicius? O antras pagal mazuma?

8:111,112,121,122, 211, 212, 221, 222.

Seifo kodas yra trizenklis skaicius, sudarytas is skirtingy skaitmenuy. Kiek kody galima suda-
ryti naudojant tik skaitmenimis 1, 3 ir 5? Uzrasykite visus galimus kodus.

Panasy uzdavinj jau sprendéte (apie raides ir apie valtj). Gal galite tai panaudoti?

6: 135,153, 315,351,513, 531.

Kiek skirtingy trizenkliy skaiciy galima uzrasyti, naudojant tik skaitmenis O, 1 ir 2? Be to,
skaitmenys skaiciuje gali kartotis. Surasykite tuos skaicius didéjimo tvarka.

Koks gali buti pirmasis skaiciaus skaitmuo?

18:100, 101,102, 110.111, 112,120, 121, 122, 200, 201, 202, 210, 211, 212, 220, 221, 222.

Stasys turi vieng 2 eury moneta ir vieng 1 euro monetg bei 5 eury banknota. Akivaizdu, kad
jis gali sumokéti 8 eurus (=5 + 2 + 1). Keliy eury sumos, mazesnés uz 8 eurus, Stasys negali
sumoketi negaudamas grazos?

UzrasSykite visas sumas, kurias Stasys gali uzmoketi.

Gali uzmokéti Sias sumas:
Teur,2eur,3eur=1+2,
5eur,6eur=5+1,
7eur=5+2ir8eur=5+2+1.
Negali 4 eury.

@ Pasirinkite Sio uzdavinio bet kurias 3 dalis ir atlikite jas. Pazymétos raidémis d, e ir f yra sun-
kiausios.

Q
~

Uzrasykite visus dvizenklius skaicius, kuriy skaitmeny suma lygi 12.
UzraSykite visus trizenklius skaicius, kuriy skaitmeny suma lygi 25.
Uzrasykite visus trizenklius skaicius, kuriy skaitmeny suma lygi 4.
UzraSykite visus trizenklius skaicius, kuriy skaitmeny suma lygi 5.
Uzrasykite visus trizenklius skaicius, kuriy skaitmeny suma lygi 24.
UzraSykite visus keturzenklius skaicius, kuriy skaitmeny suma lygi 3.

2o a0 T

n Visada pradékite nuo maziausio skaiciaus ir rasykite visus skaicius didéjimo tvarka - taip
bus maziau galimybiy praleisti kurj nors skaiciy.

\ D /
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B a) 39,48,57,66,75,84,93.
b) 799, 889, 898, 979, 988, 997.
c) 103,112,121,130, 202, 211, 220, 301, 310, 400.
d) 104,113,122,131, 140, 203, 212, 221, 230, 302, 311, 320, 401, 410, 500.
e) 699,789,798, 879, 888, 897,969, 978, 987, 996.
f) 1002,1011,1020,1101, 1110, 1200, 2001, 2010, 2100, 3000.

Tomas, Juozapas, Mantas ir Paulius — geriausi klasés matematikai. Jie atrankos varzybose
surinko vienoda tasky suma. Taciau klasés komandoje turi bati lygiai 3 dalyviai. Keliais skir-
tingais budais galima sudaryti klasés komandga?

Jei zmones Zzymétumeéte jy vardy pirmosiomis raidémis, kiek tokiy raidziy deriniy galétu-
méte sudaryti? Ar komanda skiriasi, jei vardai uzrasdyti skirtinga tvarka?

Yra 4 skirtingos komandos: TJM, TMP, TJP, JMP.

Juozas gyvena gatveléje, kurios namy numeriai yra nuo 1 iki 24. Kiek karty namy numeriuo-
se pasikartoja skaitmuo 2?7 UzraSykite visus tinkamus atvejus.

O keliuose skaiciuose yra skaitmuo 2?

Skaiciai 2, 12, 20, 21, 22, 23, 24. Juose yra 8 dvejetai.

Keturi draugai — Darius, Ugnius, Rata ir Mantas — paprastai pietauja toje pacioje kavinéje,
prie to paties stalo. Jei Darius visuomet sédi toje pacioje vietoje, kiek skirtingy budy drau-
gams suseésti uz stalo yra i viso?

Nusipieskite stalg ir pasodinkite
Dariy. Ka dar turite padaryti?

Pasodinus Dariy, dar reikia su-
sodinti 3 likusius draugus. Uzda-
vinys turi tiek pat bady, kiek ir
trijy Zmoniy sodinimas j valte-
le — SeSis.

Jonuko klaséje kiekvienas i$ vaiky gavo po 14 vienody degtukuy. Kiekvienas jy sudéliojo po
stac¢iakampj, panaudodami visus savo degtukus ir né vieno neperlauzdami. Kiek daugiau-
siai skirtingy staciakampiy galima sudaryti visoje klaséje?

ﬂ Stac¢iakampj galima lengvai apibadinti, nurodant jo krastiniy ilgius. Pasinaudokite tuo. Zi-
noma, pvz. staCiakampis 10 x 15 nesiskiria nuo 15 x 10 - jis tik kitaip paguldytas.

B llgio ir plocio suma turi buti 14 : 2 = 7. Taigi téra trys skirtingi staCiakampiai: 1 X 6,2 X 5 ir
3X4.
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2. Kombinatorika, | dalis

Ema ketina eilute ant virvutés suverti 3 geltonus ir 2 oranzinius karoliukus. Kiek skirtingy ve-
riniy tokiu badu ji gali gauti? (Vérinj galima sukioti ir vartyti.) Nupieskite ar uzrasykite visus
badus.

n02 02000,

n Kuriy karoliuky yra maziau?
Juos ir iSdéliokite pacius pirmuosius.

E Karoliukus patartina vaizduoti raidémis. Pvz., O ir G.
Kai abi raidés O greta: 00GGG, GOOGG. (GGOOG jau buty identiskas pastarajam.)
Kai raides O skiria viena G: OGOGG ir GOGOG.
Kai raides O skiria dvi G: OGGOG.
Kai raides O skiria trys G: OGGGO. Stai ir visi 6 variantai.

Jonuko klaséje kiekvienas i$ vaiky gavo po 18 vienody degtukuy. Kiekvienas jy sudéliojo po
staciakampj, panaudodami visus savo degtukus ir né vieno neperlauzdami. Kiek daugiau-
siai skirtingy staciakampiy galima sudaryti visoje klaséje?

llgio ir plocio suma turi bati 18 : 2 = 9. Taigi yra keturi skirtingi stac¢iakampiai: 1 x 8,2 x 7,
3X6ir4x5.

Adomas turi tris korteles, ant kuriy uzrasyti skaiciai 1, 3 ir 5. Beata turi kitas tris korteles, ant
kuriy uzrasyti skaiciai 2, 4 ir 6. Jei kiekvienas i$ jy neziGrédamas issitrauks po kortele, kokia
bus korteliy suma? Nurodykite visus galimus variantus.

Paeiliui iSrasykite sumas, kurias gaunate, kai Adomas istraukia 1, tada, kai Adomas istrau-
kia 3 ir t. t. Ar nepraleidote pasikartojanciy sumy?

Galimos 5 skirtingos sumos: 3,5,7,9, 11.

Pasirenkame du skirtingus skaicius is 1, 2, 3, 4, 5 ir juos sudedame. Kiek skirtingy sumy ga-
lime gauti? Uzrasykite visas galimas sumas.

Pvz. jei suma 6 gavote kaip 1 + 5, tai 2 + 4 nieko naujo neduos.

Galimos 7 skirtingos sumos: 3,4, 5,6, 7, 8 ir 9.
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2. Kombinatorika, | dalis

Darzelyje liko 1 raudona, 1 mélyna, 1 geltona ir 1 balta gélé. Bité Maja kiekviena géle aplan-
ko tik viena karta. Ji pradeda nuo raudonos gélés ir niekada nuo geltonos gélés neskrenda
tiesiai prie baltos. Keliais badais Maja gali apskristi visas géles?

Geéles pazymékite jy pirmosiomis raidémis ir nuosekliai uzradykite visus galimus 4 raidziy de-
rinius.

4 budai: RBGM, RBMG, RGMB, RMBG.

Keliaujant diagrama pagal rodykles, kiek budy galima rasti, kad gautuméte skaitmenis 2,0, 1, 7?

5 ﬂ Kas buty, jei savo judéjima nuo virSaus Zymétu-
, \ mete raidémis K (kairén) ir D (deSinén)?

Bl 8 biadai: KKK, KKD, KDK, KDD, DKK, DKD,

FAVaN o0 500
FAVAVEN

Kengura i$ skritulio S turi nusuoliuoti j skritulj F. Vienu Suoliu i$ skritulio ji gali iSilgai linijos
Sokti j gretima skritulj. | jau aplankyta skritulj Sokti negalima. Kiek yra skirtingy keliy, kuriais

kengura, atlikusi keturis Suolius, pasieks skritulj F? o o o

Pazymeékite Suoliavimo kryptis raidémis A (auks-
tyn), D (dedinén) ir Z (2emyn). Kur kengura gali pa-

daryti pirmajj Suolj?
- ® 0 ©

6 budai: DZDA, DADZ, ADDZ, ADZD, ZDDA, ZDAD.

@ Lina nupiesé gélyte su 5 Ziedlapiais ir noréty jg nuspalvinti, taciau teturi dvi spalvas - rau-
dona ir geltona. Kiek skirtingy gélyciy Lina gali nupiesti, jeigu kiekvieng Ziedlapj spalvina
viena spalva? (Abu paveiksléliai vaizduoja ta pacia gélyte.)

ﬂ Kiek gali buti geltony Ziedlapiy ir kaip jie gali bati
iSsidéste?

E Geltony ziedlapiy gali bati 5, 4, 3, 2, 1 arba né vieno (0). Su 5 geltonais Ziedlapiais, kaip ir su
nuliu, yra po vieng nuspalvinimo varianta. Taip pat ir su 4 geltonais ziedlapiais, kaip ir su 1,
yra po vieng nuspalvinimo varianta. Jei geltoni ziedlapiai yra 2, jie gali buti arba greta, arba
atskirti vienu raudonu. Taigi yra du variantai. Tas pats ir su 3 geltonais Ziedlapiais, kur yra 2
raudoni. Taigi i$ viso bus 2 + 2 + 2 + 2 = 8 skirtingos gélytes.
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2. Kombinatorika, | dalis

Sikart Ema ketina suverti ant virvutés ratuku 6 geltonus ir 2 oranzinius karoliukus. Kiek skir-
tingy veriniy ji gaus? (Vérinj galima sukioti ir vartyti.) Nupieskite juos visus.

Kuriy karoliuky yra maziau? Juos iSdélioite pacius pirmuosius.

Yra 4 skirtingi budai - priklausomai nuo to, kas yra tarp abiejy oranziniy karoliuky: nieko,
1 geltonas, 2 geltoni ar 3 geltoni. Visi variantai atrodo taip:

@©® e’ %~g %@ %@
& & © © & ©
OWNG OPNG NO L @

Keturzenklis skaicius vadinamas jspudingu, jei jo skaitmeny suma ne mazesné kaip 35. Kiek
iS viso yra jspudingy skaiciy? UzraSykite juos visus.

Tai kokios skaitmeny sumos tinka?

Tinkamos skaitmeny sumos yra 35 ir 36. O jspudingy skaiciy yra 5: 8999, 9899, 9989,
9998, 9999.

Kiek yra skaiciy, didesniy uz 10, bet ne didesniy uz 31, kurie uzrasomi vien tik skaitmenimis
1, 2, 37 (Skaitmenys tuose skaiciuose gali kartotis.) Uzrasykite juos visus.

Tikrai nesuklysite iSraSydami juos didéjimo tvarka.

IS viso yra 7 skaiciai: 11,12, 13, 21, 22, 23, 31.
Kiek yra dvizenkliy skaiciy, kuriy abu skaitmenys nelyginiai ir skirtingi? UzrasSykite juos visus.
Koks gali buti pirmasis skaiciaus skaitmuo?

Yra 20 tokiy skaiciy: 13, 15,17, 19, 31, 35, 37, 39, 51, 53,57,59, 71,73, 75,79, 91, 93, 95, 97.

Meno vadovas nori sudaryti trio i3 fleitininko, bagnininko ir gitaristo ir gali rinktis iS dviejy
fleitininky, dviejy bagnininky ir dviejy gitaristy. Jis nusprendé paklausyti kiekvienos gali-
mos trio sudéties grojimo. Kiek perklausy jam reikés?

Sutrumpine uzrasykite visus
muzikantus. Pvz., F ir f yra flei-
tininkai, B ir b — bagnininkai,
o Gir g - gitaristai.

E Yra 8 skirtingi trio — tiek per-

klausy ir reikés: FBG, FBg, FbG,
Fbg, fBG, fBg, fbG, fbg.
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] tuscius lentelés 2 x 2 langelius Tomas nori jradyti tokius du nataraliuosius skaicius, kad visy
lenteléje esanciy skaiciy sandauga buty lygi 90. Keliais badais Tomas gali uzpildyti lentele?

5 ﬂ Kokia turi buati ty dviejy trakstamy skaiciy sandauga?

2 E Yra 3 budai uzpildyti likusius langelius: 1-9, 9-1 ir 3-3.

Kiek yra trizenkliy skaiciy, kuriy skaitmeny sandauga lygi 67 Uzradykite juos visus.

Kokius 3 skaicius sudaugine, gauname 67 Ar téra tik vienas budas?

1-2-3=6arba1:1:6=6.Pirmu atveju 6 skirtingi skaiciai, antru - 3. IS viso 9 skaiciai.

Paveikslélyje pavaizduotos trys kortelés. IS jy galima sudaryti jvairius skai¢ius, pavyzdziui,
989 ar 986. Kiek trizenkliy skaiciy galima sudaryti is Siy korteliy? Uzrasykite juos visus.

Ar atkreipéte déemesj, kad, kai kurias korteles apvertus,
gaunamas naujas skaitmuo?

Kortelé ‘9’ gali pavirsti kortele ‘6’ Kai turime 6-6-8,

galima sudaryti 3 skirtingus skaicius. Kai turime 6-8-9,
galima sudaryti 6 skirtingus skaicius. Kai turime 9-9-8,
galima sudaryti 3 skirtingus skaicius. IS viso 12 skaiciy.

Turistas i$ vieSbucio, pazymeéto raide V, turi nuvaziuoti j stotj, pazyméta raide S. Vaziuoti
galima tik rodykles kryptimi. Kiek yra skirtingy budy nuvaziuoti sV jS?

Kur galima nukeliauti vienu zingsniu i3 V? ISnagrinékite visus variantus.

Pradzioje iSrasykite visus kelius iS V per B, véliau — visus per M. Pirmiausia galima pradéti nuo
trumpesnio i$ keliy: VBS, VBKS, VBMKS, VBMRKS, VMKS, VMRKS. I$ viso 6 skirtingi buadai.
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] taikinj metant strélyte, galima gauti 2, 3 arba 6 taskus ir 0 tasky
nepataikius. Kiek gali bati skirtingy rezultaty (tasky sumy) me-
tant j taikinj dvi strélytes? Uzrasykite visas galimas sumas.

ﬂ Koks galéty buti pirmasis (mazesnis) pataikymas?

H Paeiliui iSrasykite visas sumas:
0=0+0,2=2+0,3=3+0,4=2+2,
5=3+2,6=6+0arba
3+3,8=6+2,9=6+3,12=6+6.

Taigi gali bati 9 skirtingi rezultatai (tasky sumos).

Ponas ir ponia Jankauskai turi du paauglius vaikus. Kai jie suséda j automobilj, du asmenys sédi
priekyje ir du gale, be to, vienas i$ tévy vairuoja. Keliais skirtingais budais gali sedéti jy Seima?

Ar panasu j uzdavinj, kuriame vienas i$ 4 Zzmoniy sédi
toje pacioje vietoje prie stalo?

Jei tétis vairuoja, likusieji gali susésti 6 badais.
Jei mama vairuoja, likusieji gali susésti taip pat
6 budais. Taigi i$ viso yra 6 + 6 = 12 budy.

Sestadieninéje mokykléléje vyksta 4 pamokos: dvi matematikos ir po vieng gamtos moksly
bei socialiniy jgudziy. Keliais skirtingais budais galima sudaryti tvarkarastj, jei:

Abi matematikos pamokos privalo eiti i$ eilés?
Abi matematikos pamokos nebutinai privalo (bet gali) eiti i$ eilés?

Kaip gali bati issidésciusios tos dvi matematikos pamokos?
Prie a dalies varianty pridékite tuos, kuriuose matematikos pamokos neina is eilés.

Abi matematikos pamokos gali buti arba pirmos dvi, arba vidurinés, arba abi paskutinés.
Kiekvienam i$ Siy budy yra po du budus isdéstyti likusias pamokas, pvz.: MMSG ir MMGS.
Taigi i$ viso 2 + 2 + 2 = 6 budai. (Vertinga, kai mokiniai iSraso visus bidus raidéemis.)
Neinancios i$ eilés matematikos pamokos gali bati iSsidésciusios taip: MxMx, MxxM
bei xMxM (¢ia x zymi nezinoma pamoka). Vél kiekvienam i$ Siy bady yra po du budus
iSdéstyti likusias pamokas, pvz.: MSMG ir MGMS. Taigi dar 2 + 2 + 2 = 6 budai.

IS viso 6 + 6 = 12 budy. (Vertinga, kai mokiniai iSraso visus badus raidémis.)
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Pavaizduota lenta sudaryta i$ 20 langeliy 1 x 1. Keliais badais galima uzdengti jos 18 balty
langeliy devyniais staciakampiais kauliukais 1 x 2?7 (Lentos sukioti negalima. Du budai lai-
komi skirtingais, jeigu bent vienas kauliukas padétas kitaip.)

ﬂ Pasirinkite bet kurj langelj — kiek yra skirtingy bady jj
| uzdengti? Kurie staciakampiai kauliukai padedami viena-
reikSmiskai?

B Pavyzdziui, pasirinkime kairjjj virSutinj kampelj - jj galima uzdengti dviem skirtingais bu-
dais (vieng i$ jy galime pavadinti V (vertikaliu), o kitg H (horizontaliu)).

arba

Tuomet dar 8 langeliai uzsidengs vienareikSmiskai. O tada desiniajame kvadrate vél bus
galima délioti staciakampius arba vienaip, arba kitaip (2 budais). Taigi yra 4 skirtingi uz-
dengimo budai: VV, HH, VH ir HV.

@ Per miestg teka upé, kurioje yra dvi salos. Salas jungia 6 tiltai. IS taSko A reikia patekti j taskg
B, pradedant 1 tiltu ir po vieng kartg pereinant kiekviena tilta. Keliais marsrutais tai galima
padaryti? Uzrasykite juos visus.

Kokiu tiltu galima eiti peréjus 1 tiltg?

Marsrutas gali prasidéti 1-2 arba 1-3, arba 1-4.
Kiekvienai i$ $iy pradziy yra po du skirtingus tesinius: |
1-2-6-3-4-5, 1-2-6-4-3-5, 1-3-4-2-6-5, '
1-3-6-2-4-5, 1-4-3-2-6-5 ir 1-4-6-2-3-5.
IS viso 6 marsrutai.

Skaiciai nuo 1 iki 6 ant loSimo kauliuko sieneliy pavaizduoti taskeliais. Be to, prieSingose
sienelése esanciy taskeliy suma yra lygi 7. Jei sudétume trijy tarpusavyje besiliecianciy sie-
neliy taskus, kiek skirtingy sumy galétume gauti? (Pvz., paveikslélyje matomy tasky suma
lygi 1 + 2 + 4 =7.) Uzradykite jas visas.

O kiek i$ viso sumy turime suskaiciuoti?

Sumy bus tiek, kiek yra kubo virStniy (tai ta vieta, kur sueina 3
sienelés) — 8. Verta nustatyti, kas yra nematomose sienose ir pa-
eiliui apskaiciuoti tas sumas. Visos 8 sumos yra skirtingos: 6, 7, 9,
10, 11,12, 14, 15.
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2. Kombinatorika, | dalis

Nejprasto loSimo kauliuko 3eSiose sienelése yra skaiciai 1, 2, 3, 5, 7, 9. Jei paridentume du
tokius kauliukus ir sudétume abu virSuje atsiradusius skaicius, kiek skirtingy sumy galétu-
me gauti? UZrasykite jas visas.

Kokia buty maziausia abiejy skaic¢iy suma? O didziausia? Ar galima gauti ir visus tarpinius
skaicius?

Nuo 1+ 1=2iki 9+ 9 = 18 pavyksta gauti visus skaicius, iSskyrus 13, 15 ir 17. Taigi lieka
18-1-3=14 sumy.

Saulené turi 100 korteliy, ant kuriy po vieng surasyti visi skaiciai nuo 1 iki 100. Ji suporuoja
tas korteles, kuriy suma lygi 50 (pvz., 12 ir 38). Kiek korteliy pory ji sudarys?

Ar toje poroje gali bati du vienodi skaiciai?

Vienody skaiciy buti negali, nes visos kortelés skirtingos.
O koks tuomet gali bati mazesnysis i$ skaiciy?
Bet kuris nuo 1 iki 24. Taigi yra 24 skirtingos poros.

Keliais badais skaiciy 50 galima uzrasyti kaip dviejy dvizenkliy skaiciy skirtuma?

Jei yra skirtumas, tai yra ir turinys bei atéminys. Kokio dydzio jie gali bati?

Jei T— A =50, tai maziausias dvizenklis atéminys gali bati 10. Bet didziausias dvizenklis
turinys gali buti 99, atitinkamai didZiausias atéminys gali buti 49, todél reikia suskaiciuoti,
kiek yra skaiciy nuo 10 iki 49 imtinai. Jy yra 40. Tiek ir yra skirtingy budy.

Zilvino krepsinio komandos vaikinai renkasi marskinéliams dvizenklj skaic¢iy, sudarytg vien
i$ skaitmeny 1, 3, 5, 7 ir 9. Abu skaitmenys turi bati skirtingi, be to, joks numeris negali
prasidéti 3 ir baigtis 9. Kiek skirtingy numeriy marskinéliams jie gali iSsirinkti?

Koks gali buti pirmasis numerio skaitmuo?

Jei pirmas skaitmuo 1, galima sudaryti numerius 13, 15, 17. Jei pir-
mas skaitmuo 5, galima sudaryti numerius 51, 53, 57. Taip pat 71,
73,75 bei 91,93, 95, 97. IS viso 13 skirtingy numeriy.

Kiek sveikyjy skaiciy tarp 700 ir 900 prasideda arba baigiasi 8?

Kurie skaiciais prasidés 8? Kiek jy bus?

8-etu prasideda visi skaiciai nuo 800 iki 899. Jy yra 100. Dar yra besibaigiantys 8-etu,
o prasidedantys 7-etu. Jy bus 10 - tiek, kiek deSimciy yra Simte (708, 718, 728, ..., 798).

IS viso 110.
N J
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2. Kombinatorika, | dalis

Trys draugai burty keliu pasidalijo 5 saldainius. Keliais skirtingais budais tai galéjo jvykti, jei
kiekvienas i$ jy gavo bent po 1 saldainj?

Kiek saldainiy galéjo gauti pirmasis i$ draugy?

Galima nagrinéti skirtingus pasiskirstymus (1-1-3 arba 2-2-1) - kiekvienam jy yra po 3
badus. Arba galima nagrinéti, kiek saldainiy galéjo gauti pirmasis i$ draugy: 1, 2 arba 3.
Jei 1, tai kiti gavo 1-3, 2-2 arba 3-1. Jei 2, tai kiti gavo 1-2 arba 2-1. Jei 3, tai kiti gavo 1-1.
Kaip beskaiciuotumeéte, i$ viso yra 6 budai.

I$ skaitmeny 4, 5, 6 ir 7 galima sudaryti 24 skirtingus keturzenklius skaicius, kuriuose kie-
kvienas i$ skaitmeny panaudotas lygiai po 1 karta. Jei visus tuos skaicius iSrasytume didéji-
mo tvarka, koks skaicius atsidurty 16-oje vietoje?

Kaip apsieiti be visy skaiciy iSraSymo?

Nebus blogai, jei mokiniai iSrasys visus keturzenklius skaicius didéjimo tvarka ir ras ta
16-3jj. Bet jprotis grupuoti skaicius gali sutrumpinti sprendima.

Pirmoji $esiy skaiciy grupelé prasideda skaitmeniu 4.

Antroji Sesiy skaiciy grupelé prasideda skaitmeniu 5.

Trecioji Sesiy skaiciy grupelé (nuo 13-o iki 18-0) prasideda skaitmeniu 6.

13 ir 14 vietose bus skaiciai, prasidedantys 64. 15 ir 16 vietose bus skaiciai, prasidedantys
65. Taigi 16-as bus 6574.

Visi keturzenkliai skaiciai, turintys tokius pat skaitmenis kaip ir skai¢ius 2011 (du vienetus,
vieng nulj ir dvejetq), surasyti i3 eilés didéjimo tvarka. Kiek skiriasi du artimiausi skaiciaus
2011 kaimynai?

O kas yra tie kaimynai?

Skaiciaus 2011 kaimynai yra 1210 ir 2101. Jy skirtumas - 891.

Miké sudarinéja skaicius vien i$ nuliy ir vienety. Kiek maziausiai tokiy skaic¢iy Mikei uztenka
sudéti, kad suma gautysi 2013?

Jei pavyko su 4 skaiciais, pabandykite su maziau.

Pakanka trijy skaiciy, pvz., 1011 + 1001 + 1 arba 1001 + 1001 + 11.
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2. Kombinatorika, | dalis

Rytis surasé visus skaicius, pasizymincius tokia savybe: pirmasis skaitmuo yra 1, kiekvienas
kitas skaitmuo yra ne mazesnis uz pries jj esantj, o visy skaitmeny suma yra lygi 5. Kiek skai-

¢iy uzraseé Rytis?
Koks gali buti antrasis skaiciaus skaitmuo?

Galima nagrinéti, kokio ilgio skaicius gali susidaryti (nuo dvizenklio iki penkiazenklio) arba
koks yra antrasis skaiCiaus skaitmuo: 1, 2 arba 4 (nes 3 netinka). Jei 4, tai skaicius jau sudary-
tas: 14. Jei 2, tai toliau gausis 122. Jei 1, tai gautume variantus 11111, 1112 arba 113.

I$ viso 5 skaiciai.

Trys draugai burty keliu pasidalijo 6 saldainius. Keliais skirtingais budais tai galéjo jvykti, jei
kiekvienas i$ jy gavo bent po 1 saldainj?

Galima nagrinéti skirtingus pasiskirstymus: -
1-1-4 yra 3 budai, 3-2-1 yra 6 badai, 2-2-2 £
yra 1 badas. Arba galima nagrinéti, kiek saldai- | _
niy galéjo gauti pirmasis i$ draugy: 1, 2, 3 arba |~
4. Jei 1, tai kiti gavo 1-4, 2-2, 3-2 arba 4-1.
Jei 2, tai kiti gavo 1-3, 2-2 arba 3-1. Jei 3, tai
kiti gavo 1-2 arba 2-1. Jei 4, tai kiti gavo 1-1.
Kaip beskaiciuotumete, i$ viso yra 10 buaduy.

4

Skaicius vadinamas didéjanciu, jei kiekvienas jo skaitmuo yra didesnis nei jo kaimynas i3
kairés (pvz., 2478 yra didéjantis, nes 2 < 4,4 < 7,7 < 8). Kiek i$ viso yra didéjanciy skaiciy
tarp 4000 ir 50007

Rasykite tuos skaicius didéjimo tvarka.

I3 viso yra 10 skaiciy: 4567, 4568, 4569, 4578, 4579, 4589, 4678, 4679, 4689, 4789.

Voveré prisimena, kad Sio medzio trijose drevése paliko i$ viso 5 rieSutus, bet neprisimena,
kiek kurioje (galbut 1 arba 2 dreveés yra apskritai tuscios). Keliais skirtingais budais gali bati
iSdéstyti riesutai?

Kiek rieSuty galéty bati pirmoje drevéje?

Visus variantus galima sugrupuoti pagal tai, kokie skaiciai panaudoti: 5 + 0 + 0 yra 3 variantai,
4+ 1+ O0yra 6 variantai, 3+ 1+ 1 yra 3 variantai, 3 + 2 + 0 yra 6 variantai, 2 + 2 + 1 yra 3 variantai.

Arba galima variantus iSrasinéti pagal tai, kiek rieSuty yra pirmoje drevéje: jei ten 5, kitose tik
0+ 0 (1 badas); jei ten 4, kitose 1 + 0 arba 0 + 1 (2 badai); jei ten 3, kitose 2 + O arba 1 + 1,
arba 0 + 2 (3 badai); dar 4 badai, dar 5 badai ir dar 6 budai.
TaigiiSviso1+2+3+4+5+6=21buadas.
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Kombinatorika, | dalis

Kad i$ lauko atsidurty mokyklos prieangyje, Agné turi palypéti 6 laiptelius. Vienu Zingsniu ji
gali uzlipti 1 arba 2, arba 3 laiptelius (pavyzdZiui, i$ pradziy 3, tada 1 ir galiausiai 2 laiptelius).
Kiek yra skirtingy budy uzlipti iki prieangio?

Koks didziausias zingsnis galéjo buti?

Galima grupuoti pagal zingsneliy derinj: pvz.: 3 + 3 (du trejetai, 1 budas),
3+2+1(6budai),3+1+1+1(4badai),2+2+2(1budas),2+2+1+1 (6 badai),
2+1+1+1+1(5budai),T+1+1+1+1+1(1buadas). IS viso yra 24 budai.

Kitas metodas buty pradéti nuo to, kad yra lygiai
1 badas palipti 1 laiptel]. Yra 2 badai pakilti du
laiptelius: 1 + 1 ir tiesiog 2. Yra jau 4 budai pakilti
3 laiptelius: T+ 1+ 1,1+ 2,2+ 1irtiesiog 3.

Kad pakilty iki 4 laiptelio, Agné gali ant jo atsidur-
ti nuo pirmojo laiptelio, nuo antrojo ir nuo tre-
¢iojo. Tad bendras varianty skaicius bus visy trijy
ankstesniy suma: 1 + 2 + 4 = 7. Lygiai taip pat,
skaiciuodami budus uzkopti ant 5-ojo laiptelio,
sudedame 2-ajj, 3-iajj ir 4-3jj badus:

2 +4 + 7 = 13. Uzkopti ant Sestojo laiptelio
bus4 + 7+ 13 = 24 badai.
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