Funkcinés lygtys. Biygis

lvadas

Norint nagrinéti funkciniy lygciy sprendimo
tema, reikia prisiminti keletg sgvoky ir teiginiy i$
mokyklinio matematikos kurso.

Apibrézimas. Tarkime, X ir Y yra dvi aibés. Funk-
cija — tai désnis (taisyklé), pagal kurig kiekvienam
aibés X elementui priskiriamas vienintelis Y aibés
elementas.

Apibrézimas. Tarkime, kad funkcijos f apibrezi-
mo sritis simetriSka nulio atzvilgiu, t. y. jei x € X, tai
ir —x € X. Funkcija, tenkinanti 3io apibrézimo salyga
f(-=x) = f(x), vadinama lygine, o f(-x) = —f(x) — ne-
lygine.

Apibrézimas. Funkcija f vadinama periodine, jei
egzistuoja toks T = 0, kad su kiekvienu x i$ apibre-
zimo srities skaiciai x — T ir x + T taip pat priklauso
apibrézimo sriciai ir galioja lygybé f(x + T) = f(x).
Skaicius T vadinamas funkcijos f periodu.

Apibrézimas. Funkcija f: A = B vadinsime mo-
notonine, jei ji yra arba nedidéjanti, arba nemazé-
janti, t. y. arba f (x) < f (y) su visais x > y (x, y € A),
arba f (x) = f (y) su visais x > y (x, y € A).

Apibrézimas. Funkcija f: X - Y vadinama in-
jektyviaja, arba injekcija, jeigu su visais x;, x, € X ir
y €Y. Jei f(x;) = yir f(x,) =y, tai iSeina, kad x; = x,
(jei su visais x;, x5 ir x; # X, turime f(x;) # f(x,)).

Apibrézimas. Funkcija f: X = Y vadinama sur-
jektyvigja, arba surjekcija, jeigu bet kuriam y € Y
egzistuoja toks x € X, kad f(x) = y.

Apibrézimas. Funkcija f: X = Y vadinama bijek-

tyviaja, arba bijekcija, jeigu ji yra ir injektyvi, ir sur-
jektyvi.
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Pagrindiniai funkciniy lygciy
sprendimo metodai:

1. Keitimo metodas.

2. Manipuliavimo funkcijos apibrézimo sritimi
metodas.

3. Funkcijos pagrindiniy savybiy - injektyvumo
arba surjektyvumo - panaudojimo metodas.

4. Neapibrézty koeficienty metodas.

5. Kosifunkcinés lygties metodas.

Il. Manipuliavimo funkcijos apibrézimo
sritimi metodas

Bene lengviausias funkciniy lygciy sprendimo
blidas yra manipuliavimas funkcijos apibrézimo
sritimi. Sio metodo esmé yra pakeisti kintamajj ko-
kia nors skaitine reikime. Si reikmé dazniausiai kinta
intervalu[-2...2].

1 pavyzdys.

Funkcija f: R — R tenkina lygybe f(f(x) + x) = x.
Raskite f(0).

Sprendimas. Atlike keitinj x — 0, turime f(f(0) = 0,
x pakeite j f(0), turime f(f(f(0)) + f(0)) = f(0), =
f(f(0)) = f(0). Kaire lygybés pusé lygi nuliui, todél
f(0)=0.

Atsakymas - f(0) = 0.

2 pavyzdys.

Raskite visas funkcijas f: R = Rir g: R = R, tenki-
nancias lygtj f(x) - g(y) =x+y+ 1, kai x, y €R.

Sprendimas. Atlike keitinj x — 0 ir y — 0, turime
f(0) - g(0) = 1. Taigi f(0) ir g(0) reikSmés néra lygios 0.
Atlike keitinj x = 0 ir y — -1, turime f(0) - g(-1) = 0.
Kadangi f(0) = 0, tai g(-1) = 0. Atlike keitinj x = -1,
y =-1, turime, kad f(-1) - g(-1) = -1, o tai priestarau-
ja, kad g(-1) = 0. Vadinasi, tokiy funkcijy néra.

Atsakymas — tokiy funkcijy néra.
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3 pavyzdys.

Raskite visas funkcijas f: R — R, tenkinancias lygtj
f)f(y) - flxy)=x+y, kaix, y €R.

Sprendimas. Atlike keitinj x — 0 ir y = 0, turime
f2(0) = £(0), t.y. f(0) = 0 arba £(0) =1. ISnagrinékime
abu atvejus, kai f(0) = 0 arba f(0) = 1. Jei f(0) =0, tai
jstate j pradine lygtj x = 0, turime, kad y = 0, todél
Si lygybé jokiai funkcijai negalioja su visomis realio-
siomis y reikSmémis. Lieka nagrinéti atvejj, kai f(0) =
1. sistate j pradine lygtj x =0, turime f(y) =y + 1, =
f(x) = x + 1. Patikrine matome, kad si funkcija f(x)
=x + 1 tenkina lygt;.

Atsakymas — f(x) = x + 1.

4 pavyzdys.

Raskite funkcijas f: R — R, tenkinancias lygtj (x+

Y x)-f() = f(x?) - f(y?), kaix, y ER.
Sprendimas. Atlike keitinj y — 0, turime x(f(x)-
£(0)) = f(x2) - £(0). (1)
Atlike keitinj y = 1, turime (x+1)(f(x) - f(f)) =
f(x?) - f(1). (2) IS antros lygybés atéme pirmga, turi-

Uzdaviniai

ﬂ Jstatykite jlygtjx=0iry=1.

Raskite visas funkcijas f: R = R, tenki-
nancias lygtj f(x3) - f(y3) = (@2 + xy + y?)
(fx)-f(y), x€ER yER.

me f(x)=(f(1) - £(0))x + £(0) su visais x, todel f(x) =
ax + b, kai a = f(1) - f(0) ir b = £(0). |state | pradine
lygti matome, kad lygybé yra teisinga su visomis re-
aliosiomis a ir b reikSmémis.

Atsakymas — f(x) =ax + b, kaia, b € R.

5 pavyzdys.

Raskite visas funkcijas f: R — R tokias, kad su vi-
sais teigiamais x, y galioty lygybé f(x - y) = f(x) + y.

Sprendimas. Atlike keitinj y — x, turime f(0)=
f(y) + y, atlike kita keitinj y = x, turime f(0) = f(x)
+ x, taigi su visais teigiamais x galioja f(x) = -x +
f(0). Atlike keitinj y = 2x, turime f(-x) = f(x) + 2x =
(=x + f(0)) + 2x = x + f(0), taigi su visais neigiamais
x taip pat galioja lygybé f(x)= —x + f(0). Reikia su-
rasti £(0). Pasizyméje f(0) = c, turime f(x) = —x + c.
|state funkcija f(x) = -x + ¢ j pradine lygybe, mato-
me, kad lygybé yra teisinga su visomis realiosiomis
c reikSmémis.

Atsakymas - f(x) = -x + ¢, kai c ER.

ISspreskite funkcine lygtj £ (x) + f(x) -
fy)=x>+xy,x€R,yER.

n |statykite j lygtj x = 0 ir y = 0, suraskite
funkcijos f(1) reikSmes.

Raskite visas funkcijas f(x), tenkinan-

cias lygybe f(xf(y)f(y) = flx + y), kai
x,y20,f(2)=0, f(x) =0, kai x € [0; 2).

ﬂ Jstatykite j lygtj x = 0 ir y = 2 ir atlikite
keitinj x -2 — x.

n Jstatykite j lygtjx=0iry=0.

Raskite visas funkcijas f: R = R, tenki-

nancias lygybe f(x + f(y)) = f(f(x)) + y,
kaix ER, y €R.

ﬂ Jstatykite j lygtj x = 0.
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Raskite visas funkcijas f: R — R, tenkinancias lygybe f(x + y)) =2¥ f(x), x ER, y €R.
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Uzdaviniy sprendimas taikant manipuliavimo
funkcijos apibrézimo sritimi metoda

1 uzdavinys. Sprendimas. Nuosekliai atlike keitinius x — 0 ir y
— 2, turime f(0)f(y) = f(y) = f(0) =1 ir f(0) - f(2)
=f(x+2)= f(x+2)=1-0=0.Taigi f(x) =0, kai
X € [2;+0). |state | pradine lygtj y = 2 - x, turime

Raskite visas funkcijas f: R — R, tenkinancias lygtj
fx3) - f(y3) =2+ xy +yI)(f(x)- f(¥),x ER, y ER.
Sprendimas. Nuosekliai atlike keitinius y — 1 ir y
0, turime f(x2) = (2 + x + D(FG) — fF) + ) ir  SOFC =) fR =) =fx+2-%) = flxf(2 - x)
£03) = x2(f(x) - £(0) + £(0), kai x € R, tad sulygine /(=% =0 .
desiniasias lygybiy puses turime f(x) = xf(1) + (1 - Kadangi f(2 - x) = 0, tai f(xf(z - X)) =0=£(2)
0f(0), = F0) = (F(1) - FO)x + f(0), tai yra tiesiné Taigi xf(2 - x) = 2. Atlike keitinj x = 2 - x, turime

funkcija f(X) = ax + b, kai a = f(-l) _ f(O) irb = f(O) f(2 -2+ ,X') = f()zc) =5 _ . Patlkrlne matome, kad Si
funkcija f(x) =2—_xtenkina lygybe.

Atsakymas - f(x) =

|state j pradine lygtj funkcija f(x) = ax + b matome,

kad lygybeé yra teisinga su visomis a ir b reikSmémis. 2-x"
Atsakymas — f(x) = ax + b, kai a, b € R.
4 uzdavinys.
2 uzdavinys. Raskite visas funkcijas f: R = R, tenkinancias ly-
I3spreskite funkcine lygtj f2 (x) + f(x) - fly) =x2  9ybe f(x + f(¥)) = f(f(x)) + ¥, kaix ER, y ER
+xy,x€ER yER. Sprendimas. Nuosekliai atlike keitinius y — 0 ir

Sprendimas. Lygybéje f2 (x) + f(x) - fiy) = x> + X = 0, turime f(f(x)) = f(x + f(0)) (1) ir f(f(y)) =
x atlike keitinius x — 0 ir y = 0, turime 2f2 (0) =0,  f(f(0)) +y, o tai ekvivalentu f(f(x)) = x + f(f(0)) (2).

todel f (0) = 0. Atlike keitinj y = 0, turime f2(x) =  Sulygine (1) ir (2) lygybiy kairigsias puses, turime
x2. |state x2 vietoj f2(x) j pradine lygtj, turime f(x)  f(x+ f(0)=f(f(0) +x= f(x)=x+c.
f(y) = xy. Sioje lygtyje atlike keitinius x - 1iry — Patikrine matome, kad 3i funkcija f(x) = x + c ten-
1, turime £(1) - £(1) =1.Todel f(1) = 1 arba f(1) = -1. kina lygtj su visomis realiosiomis c reikSmémis.
Kai f(1)=1,taiy=1= f(x) = x. Kai f(1) = -1, tai y Atsakymas - f(x) = x + ¢, kai c €R.
=-1=>f(x) =-x.

Patikriname, ar funkcijos f(x) = x ir f(x) = - x yra 5 uzdavinys.

lygties sprendiniai. Matome, kad abi funkcijos yra
lygties sprendiniai.
Atsakymas — f(x) = x, f(x) = - x.

Raskite visas funkcijas f: R = R, tenkinancias ly-
gybe f(x + y)) = 2°f(x), kai x ER, y €R.
Sprendimas. Atlike keitinj x — 0, turime f(y) =27
; ) f(0) = c- 2, c € R. Patikrinsime, ar funkcija f(x) = 2*
2 el iy f(0) = c - 2* tenkina lygybe f(x + y)) = 2 f(x). |state
Raskite visas funkcijas f(x), tenkinancias lygybe  f(x)=c- 2% turimec-2**Y=2V.¢c-2*=c-2**7. Ly-
flxfMfly) =flx+y)kaix, y=0, f(2)=0, f(x) =0, gybé yra teisinga.
kai x € [0; 2). Atsakymas — f(x) = c - 2*.
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