Funkcinés lygtys. ciygis

Jvadas

Norint nagrinéti funkciniy lygciy sprendimo
tema, reikia prisiminti keleta sgvoky ir teiginiy is
mokyklinio matematikos kurso.

Apibrézimas. Tarkime, X ir Y yra dvi aibés. Funk-
cija — tai désnis (taisyklé), pagal kurig kiekvienam
aibés X elementui priskiriamas vienintelis Y aibés
elementas.

Apibrézimas. Tarkime, kad funkcijos f apibrézi-
mo sritis simetriSka nulio atzvilgiu, t. y. jei x € X, tai
ir —x € X. Funkcija, tenkinanti Sio apibrézimo salyga
f(=x) = f(x), vadinama lygine, o f(-x) = —f(x) — ne-
lygine.

Apibrézimas. Funkcija f vadinama periodine, jei
egzistuoja toks T = 0, kad su kiekvienu x i$ apibré-
zimo srities skaiciai x — T ir x + T taip pat priklauso
apibrézimo sriciai ir galioja lygybé f(x + T) = f(x).
Skaicius T vadinamas funkcijos f periodu.

Apibrézimas. Funkcijg f: A — B vadinsime mo-
notonine, jei ji yra arba nedidéjanti, arba nemazé-
janti, t. y. arba f (x) < f (y) su visais x > y (x, y € A),
arba f (x) = f (y) su visais x > y (x, y € A).

Apibrézimas. Funkcija f: X - Y vadinama in-
jektyviaja, arba injekcija, jeigu su visais x;, x, € X ir
y €Y. Jei f(x;) =y ir f(x;) =y, tai iSeina, kad x; = x,
(jei su visais x4, X, ir x; # X, turime f(x;) # f(x,)).

Apibrézimas. Funkcija f: X = Y vadinama sur-
jektyvigja, arba surjekcija, jeigu bet kuriam y € Y
egzistuoja toks x € X, kad f(x) = y.

Apibrézimas. Funkcija f: X = Y vadinama bijek-

tyviaja, arba bijekcija, jeigu ji yra ir injektyvi, ir sur-
jektyvi.
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Pagrindiniai funkciniy lyg¢iy
sprendimo metodai:

1. Keitimo metodas.

2. Manipuliavimo funkcijos apibrézimo sritimi
metodas.

3. Funkcijos pagrindiniy savybiy - injektyvumo
arba surjektyvumo - panaudojimo metodas.

4. Neapibrézty koeficienty metodas.

5. Kosifunkcinés lygties metodas.

lll. Funkcijos pagrindiniy savybiy -
injektyvumo arba surjektyvumo -
panaudojimo metodas

Injektyvios funkcijos pavyzdziai: f(x) = ax + b,
f(x) = ax3, f(x) = a/x, f(x) = ae*, a # 0. Neinjekty-
vios funkcijos pavyzdziai: f(x) = ax?, f (x) = ax3 + bx,
a=0,b=0.

1 pavyzdys.

Funkcija f: R — R tenkina lygtj f(f(x)) = x. Jrodyki-
te, kad f(x) yra injekcija.

Sprendimas. Jei f(a) = f(b), tai jrodysime, kad a =
b.Jei f(a) = f(b), taiir f(f(a) = f(f (b). Kadangi f(f(a))
=air f(f(b)) =b, taia=b.

Atsakymas - funkcija f(x) yra injekcija.

2 pavyzdys.

Funkcija f: R — R tenkina lygtj f(f(x)) = x. Jrodyki-
te, kad funkcija yra surjekcija.

Sprendimas. Jrodysime, kad kiekvienam skaiciui b
egzistuoja toks a, kad f(a) = b. Vietoj x jraSe b gau-
name f(f(b)) = b, t. y. funkcija f(x) su tam tikra argu-
mento reikSme jgyja skaiciy b.

Atsakymas - funkcija f(x) yra surjekcija.
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3 pavyzdys.

Raskite visas funkcijas f: R — R, tenkinancias lygtj
f(f(x) = f(x).

Sprendimas. Jrodome, kad funkcija yra injekcija
(1 pavyzdys). Kadangi funkcija yra injekcija, tai is ly-
gybés f(a) = f(b) turime, kad a = b su visais a, b € R.
Lygybéje f(a) = f(b) pakeite a j f(x), o b j x, gauna-
me f(f(x)) = f(x) = f(x) = x, kai x €R.

Atsakymas — funkcija f(x) = x, kai x € R.

4 pavyzdys.

Raskite visas funkcijas f: R — R, tenkinancias lygtj

f(f(x)) = f(x).
Sprendimas. Parodome, kad funkcija yra surjekcija
(2 pavyzdys). Surjektyvi funkcija jgyja visas funkcijos

Uzdaviniai

Funkcija f: R = R tenkina lygtj f(x + f(y))
= f(x) + y. Jrodykite, kad funkcija f(x) yra
injekcija.

reikSmiy srities reikSmes, taigi, pazyméje f(x) = y, tu-
rime f(y) = y. Vadinasi, f(x) = x, kai x € R.
Atsakymas — funkcija f(x) = x, kai x € R.

5 pavyzdys.

Raskite visas funkcijas f: R = R, tenkinancias lygtj
flx+ ) =f(fx) +y).

Sprendimas. Jei zinotume, kad funkcija yra injek-
cija, i$ karto turétume f(x + f(y)) = f(f(x) + y) = x+
f(y) = f(x) + y, o tokia lygtj jau mokésime spresti.
Uztenka jsistatyti, pavyzdziui, y = 0 ir gauti f(x) =
x + ¢, kur c bet koks realusis skaicius. Patikrine ma-
tome, kad $i funkcija f(x) = x + ¢ tenkina lygtj su
visomis realiosiomis c reikSmémis.

Atsakymas — f(x) = x + ¢, kai c e R.

° Funkcija f: R = R tenkina lygtj f(x +
f) = f(x) + y. Jrodykite, kad funkcija
f(x) yra surjekcija.
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Funkcija f: R = R tenkina lygtj f(f(x) + x) G Funkcijos f: R = R tenkina lygtj x +
= x. Raskite £(0). fx) = f(f(x)), kai x € R. Raskite lygties
f(f(x)) =0 sprendinius.

Funkcijos f: Q — Q visiems racionaliesiems x, y tenkina lygtj f(x + y) =f(x) + f(y). Jrodykite,
kad f(rx) = rf(x), kai r - racionalusis skaicius.
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