Funkcinés lygtys. alygis

lvadas

Norint nagrinéti funkciniy lygciy sprendimo
tema, reikia prisiminti keletg sgvoky ir teiginiy i$
mokyklinio matematikos kurso.

Apibrézimas. Tarkime, X ir Y yra dvi aibés. Funk-
cija — tai désnis (taisyklé), pagal kurig kiekvienam
aibés X elementui priskiriamas vienintelis Y aibés
elementas.

Apibrézimas. Tarkime, kad funkcijos f apibrezi-
mo sritis simetriSka nulio atzvilgiu, t. y. jei x € X, tai
ir —x € X. Funkcija, tenkinanti 3io apibrézimo salyga
f(-=x) = f(x), vadinama lygine, o f(-x) = —f(x) — ne-
lygine.

Apibrézimas. Funkcija f vadinama periodine, jei
egzistuoja toks T = 0, kad su kiekvienu x i$ apibre-
zimo srities skaiciai x — T ir x + T taip pat priklauso
apibrézimo sriciai ir galioja lygybé f(x + T) = f(x).
Skaicius T vadinamas funkcijos f periodu.

Apibrézimas. Funkcija f: A = B vadinsime mo-
notonine, jei ji yra arba nedidéjanti, arba nemazé-
janti, t. y. arba f (x) < f (y) su visais x > y (x, y € A),
arba f (x) = f (y) su visais x > y (x, y € A).

Apibrézimas. Funkcija f: X - Y vadinama in-
jektyviaja, arba injekcija, jeigu su visais x;, x, € X ir
y €Y. Jei f(x;) = yir f(x,) =y, tai iSeina, kad x; = x,
(jei su visais x;, x5 ir x; # X, turime f(x;) # f(x,)).

Apibrézimas. Funkcija f: X = Y vadinama sur-
jektyvigja, arba surjekcija, jeigu bet kuriam y € Y
egzistuoja toks x € X, kad f(x) = y.

Apibrézimas. Funkcija f: X = Y vadinama bijek-

tyviaja, arba bijekcija, jeigu ji yra ir injektyvi, ir sur-
jektyvi.
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Pagrindiniai funkciniy lygciy
sprendimo metodai:

1. Keitimo metodas.

2. Manipuliavimo funkcijos apibrézimo sritimi
metodas.

3. Funkcijos pagrindiniy savybiy - injektyvumo
arba surjektyvumo - panaudojimo metodas.

4. Neapibrézty koeficienty metodas.

5. Kosifunkcinés lygties metodas.

I. Keitimo metodas

Populiariausias yra keitimo metodas, taciau tik-
rai ne pats lengviausias. Sio metodo esmé yra kin-
tamojo keitimas konstanta, kitu kintamuoju ar reis-
kiniu, taip sudarant lygciy sistema, kuri susideda i$
pradinés lygties ir pakeistosios. Dazniausiai funkci-
nés lygties kintamieji kei¢ciamix - 0, x - 1, x — -1,
X—>-XxX,x— J—(,x—> k-y.

1 pavyzdys.

Raskite visas funkcijas f: R — R, tenkinancias lygtj
flx-7)=x>-5x+2, kaix €R.

Sprendimas. Pazyméje t = x — 7 ir jstate j pradine
lygtj, turime f(t) = (t + 7)2-5(t + 7) + 2, = f(t) = 2+
9t +16. Taigi f(x) = x2 + 9x + 16. Patikrine nustato-
me, kad gautoji funkcija f(x) = x2 + 9x + 16 yra pra-
dinés lygties sprendinys.

Atsakymas — f(x) = x2+ 9x + 16.

2 pavyzdys.

Raskite visas funkcijas f: R = R, tenkinancias lygtj
f&) =x+5f(x), kaix €R, x =0.
Sprendimas. Atlike keitinj x — % sudarome lyg¢iy

, [ =x+5fx),
SISTEMAN £ = 1/ + £,
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ISsprende Sig lygciy sistema, matome, kad
flx) = —2lx 25—4 x. Patikrine nustatome, kad gau-
toji funkcija f(x) = —Z—LC —25—4 x. yra pradinés lygties
sprendinys.

Atsakymas — f(x) = -

3 pavyzdys.

Raskite visas funkcijas f: R = R, tenkinancias lyg-
tix (f (x) + f(=x) +4) + 2f(x) + 2=0, kai x €R.

Sprendimas. Atlike keitinj x - —x, sudarome lyg-
Ciy sistema:

x (f(x) + f(=x) +4) + 2f(x) + 2 =0,
—x (f(=x) + f(x) +4)+ 2f(-x) +2=0.

Sudéje abi sistemos lygtis, turime lygtj 2f(x)
2f(-x) + 4 =0, = f(-x) = —f(x) - 2. Jradius ja j (1 )
sistemos lygtj, iSeina, kad x (f(x) + (-f(x) - 2) + 4)
+2f(x) +2=0 =, 2x + 2f(x) + 2 =0, = f(x) =
—x — 1. Patikrine nustatome, kad gautoji funkcija f(x)

=—x - 1 yra pradinés lygties sprendinys.
Atsakymas — f(x) =-x - 1.

4 pavyzdys.

Raskite visas funkcijas f: R — R, tenkinancias lyg-
tj 2f(x) + 3f (1 - x) = 5x, kai x € R.

Sprendimas. Atlike keitinj x — 1- x, turime lygtj
3f(x) +2f(1 - x) =5 - 5x. Sudarome lyg¢iy sistema:

Uzdaviniai

n Nuosekliai atlikite keitinius x - x + y,
y—-X,y-05x.

I3spreskite funkcine lygt;
flx = y) = fx)f (y), kai f(x) # 0
irx,y €R.

2f(1 —x) + 3f(x) =5(1 - x).

Pirmaja lygtj dauginame i$ dviejy, o antraja -
trijy. IS pirmos lygties atéme antra, turime 9f(x) -
4f(x) =15-15x - 10x, = 5f(x)=15 - 25x, = f(x) =
3 - 5x.

Patikrine darome isvada, kad si funkcija tenkina
lygtj.

Atsakymas — f(x) = 3 - 5x.

{Zf X) +3f(1 - x) = 5x,

5 pavyzdys.

Raskite visas funkcijas f: R = R tokias, kad vi-
siems teigiamiems x, y galioty lygybé f(x —y ) =
f(x) +y, kaix, y €R.

Sprendimas. Atlike keitinj y — x, turime f(0) =
f(x) + x, taigi teigiamiems x galioja lygybé f(x) =
—x + f(0). Jrodysime, kad lygybé galioja, kai x yra
neigiamas skaicius.

Atlike keitinj y = 2x, turime f(—x) = f(x) + 2x,
= f(-x)= (—x + f(0)) + 2x = x + f(0), taigi ir su nei-
giamais skaiciais x galioja lygybé f(x) = —x + f(0)
Reikia surasti f(0). Pasizymeéje f(0) = c, turime f(x)
= —x + c. |state funkcija f(x) = —x + c | pradine lygtj,
turime y — x + ¢ = —x + ¢ + y. Taigi ¢ gali bati bet
kuris realusis skaicius, todél f(x) = —x + ¢, c € Ryra
lygties sprendinys.

Atsakymas — f (x) = - x + c.

° Raskite funkcija f(x), kai
()=

T+i) = X%

B Adikite keitin x ~ (5.

Raskite visas funkcijas f:
R\{0,1} = R, tenkinancias lygybe
£0) +f(1+) 2(1 - 2x)

(1_x),xERx¢0
x=1.
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Bl Dukartus atlikite keitinj x — (1 _xx)
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ISspreskite funkcine lygtj f: (x + y) +
flx-y)=fQBx), kaix,y € Z, x> y.

ﬂ Nuosekliai atlikite keitinius x —» 0 ir
y—-0,y-xy-—2x.

Raskite visas funkcijas f: R — R, ten-
kinancias lygybe f (f (x - y)) = f (x) -

f (), kai x, y € R, kai f (x) reikSmiy sritis
sutampa su realiyjy skaiciy aibe.

Bl Nuosekiai atlikite keitinius y — 0,
y—- 1.

Uzdaviniy sprendimas keitimo metodu

1 pavyzdys.

ISspreskite funkcine lygtj f(x - y) = f(x)f(y)
kai f(x) =0

Sprendimas. Atlike keitinj x = x + y, turime
fx) =f(x+y) - f(y). Atlike keitinj y = x, turime
flx)=f(2x) - f(x) = f(x)(f(2x) — 1) = 0. Kadangi
f(x)#0,tai f(2x)-1=0,= f(2x) = 1. Atlike kei-
tinj x = 0,5x, turime f(x) =

Patikrine darome iSvadg, kad Si funkcija ten-
kina lygt;.

Atsakymas - f(x) =

2 pavyzdys.

Raskite lygties f(fo = x2 sprendin;.
Sprendimas. Atlike keitinj x — (ﬁ), turime

otz = 9 1 6)=
Taigi f(x) :(1 _xsz
Patikrine darome iSvada, kad funkcija

2
f(x) = (7%) tenkina lygti.

X

Atsakymas - f(x) = (1 _x)z.
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3 pavyzdys.

Raskite visas funkcijas f: R\ {0,1} = R, tenki-
nancias lygybe f(x) + f(1 ) (294(21 _2;))), #0,
x=1.(1)

Sprendimas. Atlike keitinj x —>( 1 ) turime
f(rx) +f(1 _7j — 2(x+ 1)( x1 —X). (2)

Dar karta atIike keitinj X - (%x) turime

1-2) + fla) = 22222 (3)
Sudeje (1), (3) iratéeme is jy (2), turime

flx) = x” . Patikrine nustatome, kad gautoji

funkciJaf X) = x“ tenkina pradine lygybe.

x+ 1
x-1°

Atsakymas - f(x =

4 pavyzdys.

ISspreskite funkcine lygtj f(x + y) +f(x - y) =
f(3x), kaix,y€eZt, x> y.

Sprendimas. Nuosekliai atlike keitinius x — 0,
y = 0, turime f(0) = 0. Pakeite y = 0, turime

f(3x) = 2f(x) ir, pakeite y = x, turime f(2x) =
f(3x) = 2f(x). Pakeite x = 2y, turime f(6y) =
fBy) + f(y) = 2f(y) + f(y) = 3f(y). Kita vertus,
f6y) =f(2-3y)=2f(3y) =2 2f(y). Vadinasi,
3f(y)=4f(y) t.y. f(¥)=0, = f(x) =

Patikrine darome iSvada, kad $i funkcija ten-
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kina lygtj.

Atsakymas - f(x) = 0.
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5 pavyzdys.

Raskite visas funkcijas f: R — R, tenkinancias lygybe f(f(x - y)) = f(x) - f(y), kai x, y € R, kai f(x)
reikSmiy sritis sutampa su realiyjy skaiciy aibe.

Sprendimas. Nuosekliai atlike keitinj y — 0, turime f(f(x))= f(x) - f (0). Kadangi funkcijos reiks-
miy sritis sutampa su realiyjy skaiciy aibe, tai atlike keitinj f(x) — x, turime f(x) = x - a, kur a = £(0).
Surasime galimas a reikSmes. Atlike keitinj x — f(x - y), turime f(f(x-y)=f(x-y)-a=(x-y)-a -
a=x-y-2a.Taippat f(x)-f(y)=x-a-(y-a) =x-y.Taigix -y - 2a = x -y = a = 0. Patikrine
darome isvada, kad Si funkcija f(x) = x tenkina lygtj.

Atsakymas - f(x) = x.
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