Matematiné indukcija. A dalis

lvadas

Pilnoji ir nepilnoji indukcija

Zodis indukcija reiskia samprotavimus, kai, re-
miantis atskirais teiginiais, daromos bendros iSva-
dos. Pilngja indukcija vadinamas jrodymo metodas,
kai teiginys patikrinamas, iSnagrinéjus baigtinj skai-
¢iy atvejy, kuriais iSsemiamos visos galimybeés.

Pavyzdys.

Reikia jrodyti, kad kiekviena naturalyjj lyginj
skai¢iy n (3 < n < 101) galima iSreiksti dviejy pirmi-
niy skaiciy suma. Visi nagrinéjami skaiciai iSdéstomi
atitinkamai:

4=2+2,
6=3+3,
8=5+3,
10=7+3,
98 =93 +5,
100 =97 + 3.

Sios 49 lygybés rodo, kad kiekvienas nagrinéja-
mas skaicius tikrai isreiSkiamas dviejy pirminiy skai-
Ciy suma.

Nepilngja indukcija vadinamas jrodymo meto-
das, kai teiginys patikrinamas, iSnagrinéjus baigtinj
skaiciy atvejy, kuriais neiSsemiamos visos galimy-
bés. Vadinasi, remiantis nepilnaja indukcija, galima
padaryti ir klaidingy iSvady.

1 pavyzdys.

Skaicius 60 dalijasiis 1, 2, 3, 4, 5, 6, bet tai nereis-
kia, kad jis dalijasi i$ visy nataraliyjy skaiciy, mazes-
niy uz 60.

Sprendimas. Sis teiginys néra teisingas, nes 60 ne-
sidalija i$ daugelio natdriniy skaiciy, mazesniy uz 60.

Keliy atskiry nariy nagrinéjimas yra svarbus ma-
tematikai. Nors tuo nejrodoma, kad teiginys yra tei-
singas, bet galima atspéti teiginio formuluote, jeigu

\ﬁdar nezinoma.
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2 pavyzdys.

Tarkime, S,= 1+ 2 + 3 + -:- + n, raskite formuleg,
pagal kurig galima apskaiciuoti Sig suma, nesude-
dant n démeny.

Sprendimas. 13nagrinésime S, S, S, reikSmes:

S, =1=575=142=3,8=142+3="1,

IS Siy pavyzdziy galima daryti iSvada, kad S, = 1 +
2+3+:-+n= w, kai n — bet kuris natdrinis
skaicius. IS Siy pavyzdziy negalima spresti, kad lygy-
bé yra teisinga, todél keltina hipotezé, kurig reikia
jrodyti.

Matematinés indukcijos metodas

Zinoma, kad predikatas, apibréztas nataraliyjy
skaiciy aibés, yra teisingas, kain =1 (n =k, k € N).
Tarkime, kad jis yra teisingas laisvai pasirinktam
skaiciui n, iSeina, kad jis yra teisingas su n + 1, taigi
Sis predikatas yra teisingas su visais natdraliaisiais
skaiciais n.

Jrodyma matematinés indukcijos principu suda-
ro dvi dalys: indukciné bazé ir indukcijos zingsnis.
Indukcijos bazéje nustatoma, kad predikatas A (n)
teisingas, kai n = 1(n = k, k € N). Remiantis indukci-
jos principu, daroma prielaida, kad predikatas A (n)
yra teisingas su laisvai pasirinktu skai¢iumi n ir jro-
doma, kad predikatas A (n + 1) teisingas.

I. Matematineés indukcijos metodo taikymas,
sprendziant sumavimo uzdavinius

1 pavyzdys.

Jrodykite, kad lygybé 1+ 3 +5+ -+ (2n-1)=n?
teisinga su visais natUraliaisiais skaiciais n.

Sprendimas. Suma 1+ 3+ 5 + -+ + (2n - 1) pazy-
méje S(n), turime jrodyti teiginj S(n) = n?, kai n € N.

Indukciné bazé: n = 1. 5(1) = 1 = 12. Vadinasi, tei-

ginys teisingas, kain = 1. J
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Indukcijos Zingsnis. Tarkime, kad teiginys S(k) = k?
yra teisingas, kai k € N. Jrodysime, kad Siuo atveju
teiginys S (k + 1) = (k + 1)? yra teisingas ir su kitu
natdriniu skai¢iumin =k + 1.

Sk+1)=14+3+5+-4+(2k-1)+ 2k + 1) =S(k)
+ 2k + 1 =k*+ 2k + 1 = (k + 1) Vadinasi, teiginys yra
teisingas, kai n € N.

Atsakymas - lygybé 1 +3 +5 + -
yra teisinga, kai n € N.

+(2n-1) =

2 pavyzdys.

Jrodykite, kad lygybé 13 + 23+ 33+ .- + n3 =
M teisinga su visais nataraliaisiais skaiciais n.
Sprendimas. Suma 13+ 23+ 33+ --- + n3 pazyméje
”(”—H kain € N.
13= 2(1 +1

S(n), turime jrodyti teiginj S(n) =
Indukciné bazé:n=1.5(1) = .Vadina-
si, teiginys teisingas, kai n = 1.
Indukcijos Zingsnis. Tarkime, kad teiginys S(k) =
M yra teisingas, kai k € N. Jrodysime, kad Siuo

atveju teiginys S (k + 1) = M

yra teisingas ir
su kitu natdriniu skaic¢iumin = k+ 1.
Sk+1)=13+22+33+ -+ K+ (k+1)>=5S(k) +
(k+ 12 =< 4 (k1P =k+ 12 (5 +k+1) =
% Vadinasi, teiginys yra teisingas, kain € N.
n?(n+1)?

Atsakymas - lygybé 13+ 23+ 334+ ... + n3= = 7
yra teisinga, kai n € N.

3 pavyzdys.

Jrodykite, kad aritmetinés {a } progresijos pirmy-
ju n nariy suma apskaiciuojama pagal formule S_=
(a1 +an) ‘n
S

Sprendimas. Suma a, +a, +a, + -
A(n), o w ~B(n), kai n € N.

Reikia jrodyti, kad A (n) =
somis natdrinémis n reikSmémis.

+a, pazymeje

B(n) yra teisinga su vi-

Indukcineé baze:n=1.5(1) =a , B(1) = & +2a")'1 =a,.
Vadinasi, teiginys teisingas, kai n = 1.
Indukcijos Zingsnis. A (k+ 1) - A(k) =a, +a,+a, +

“+ak+ak+1_(a1+a2+a3+'“+ak):ak+1
B (k + 1) - Bk = ‘aw“mzﬂ(k“) _ <a1+2ak>k=
(@, +a+d)k+1)-(ak+ak) (@, +a +d)(k+1) (@, +a)k

2 2
(ak+a k+kd+a +a +d-ak-ak) (a, +kd +a, +d)

2 2

(ak+1 +ak+1) = a

\ 2 k+1°
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B(1)ir A(k+ 1) - A(k) = B(k + 1) - B(k),
yra teisinga su visomis natarinémis

Kadangi A(1) =
tai S =& +2a

n reikSmeémis.

a+a

Atsakymas - lygybe S =
n € N.

" yra teisinga, kai

4 pavyzdys.

1 +2-214+3-31+
(n + 1)! - 1 teisinga su visais natudraliaisiais

Jrodykite, kad lygybeé 1
n-n!=

skaiciais n, kai sandauga1:2-3-...- (n—1) - n Zymi-

ma zenklu n!.
Sprendimas. Sumg 1:-1!1+2-2!1+3-3/+-.-+n-n!
pazyméje S (n), turime jrodyti teiginj S(n) = (n + 1)!

-1, kain € N.

Indukciné bazé:n=1.5(1)=1-11=(1+ 1) - 1.
Vadinasi, teiginys teisingas, kain = 1.

Indukcijos Zingsnis. Tarkime, kad teiginys S (k)) =
(k + 1)! - 1 yra teisingas, kai k € N. Jrodysime, kad
Siuo atveju teiginys S (k + 1) = (k + 2)! - 1 yra teisin-
gas ir su kitu natdriniu skai¢iumin =k + 1.

Sk+1)=1-11+2-21+3-31+-- + k- (k+ 1)+ (k
+1)k+1)!=Sk) +(k+Dk+D'=k+1D!'-1+(k+
Nk + 1= (k+ 1k +2)-1=(k+ 2)! - 1.Vadinasi,
teiginys yra teisingas, kain=k + 1, k € N.
-1M+2-214+3-314+ - +n
n!=(n+ 1)! - 1 yra teisinga, kai n € N.

Atsakymas — lygybeé 1

5 pavyzdys.

Jrodykite, kad iskiliojo n — kampio kampy suma
lygi 180°(n - 2).

Sprendimas. 15kiliojo n — kampio kampy sumg pa-
zyméje S (n), turime jrodyti teiginj S(n) = 180°(n - 2),
kain € N.

Indukciné bazé: n = 3. S(3) = 180°(3 - 2) = 180°.
Vadinasi, teiginys teisingas, kai n = 3.

Indukcijos zingsnis. Tarkime, kad bet kurio is-
kiliojo k — kampio kampy suma lygi 180°(k - 2).
Jrodysime, kad Siuo atveju Sis teiginys teisingas ir
tada, kain =k + 1, t. y. kad iskiliojo (k + 1) -
kampy suma lygi 180°(k - 1). Tarkime, kad A, A....
A, A, —iSkilusis (k+1) — kampis. NubréZkime jo js-
trizaine A, A,. Norint rasti (k + 1) -
sumay, reikia apskaiciuoti k —kampio A A, ...

kampio

kampio kampy
A, kam-
py suma ir prie jos pridéti trikampio A, A, A, | kam-

/
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py suma. S(k+1) = S(k) + 180° = 180°(k — 2) + 180°
= 180° (k — 1). Vadinasi, teiginys yra teisingas su bet
kuriuo n — kampiu.

6 pavyzdys.
Jrodykite, kad lygybé 1:-2+2-3+--+n-(n+1)=

n-(n+1)-(n+2)
3
¢iais n.

teisinga su visais nataraliaisiais skai-

Suma1-2+42-3+--+n-(n+1)pazyméjeS (n),

n-n+1)-(n+2)

turime jrodyti teiginj S(n) = , kain €N.
Indukcinébazé:n=1.5(1)=1-2= Z—W.
Vadinasi, teiginys teisingas, kain = 1.
Uzdaviniai
Jrodykite, kad lygybé — + ﬁ + 317

ciais n.

1 1

1
n Sumgs=+55+357..-+

1 1

Indukciné bazé:n=1.5(1)= — = 7/ = .

Indukcijos Zingsnis. Tarkime, kad teiginys S(k) =
atveju telgmys Sk+1)=

+n~(n+1)= n+1

ﬁ paiyméje S(n), turime jrodyti teiginj S(n) = —

=SK) + e = 4 =

n+l

Indukcijos Zingsnis. Tarkime, kad teiginys S(k) =
ke(k+1):(k+2)
3
Siuo atveju teiginys S(k + 1) =

yra teisingas, kai k € N. Jrodysime, kad
(k+1)-(k+2)-(k+3)
3

teisingas ir su kitu natdriniu skai¢iumin =k + 1.
Sk+1)=1-2+2-3+--+k-(k+ 1)+ (k+ 1)(k

+2)=5SK) + (K+1)- (k+2) = L&D &2 ey,

3
(k +2) = w Vadinasi, teiginys yra tei-
singas, kai n € N.

Atsakymas - lygybé1:2+2-3+:-+n-(n+1) =

n-n+1)-(n+2)

g yra teisinga, kai n € N.

n . e . . = o e e e o
teisinga su visais natdraliaisiais skai-

kain € N.

+1’

.Vadinasi, teiginys teisingas, kain = 1.
k/(k + 1) yra teisingas, kai k € N. Jrodysime, kad Siuo

yra teisingas ir su kitu natariniu skai¢iumin =k + 1.

1 k 1 k? + 2k + 1

(k+1)-(k+2)

(k+1)-(k+2) k+1 (k+1)-(k+2)

k+2
k 1 1 1 1
Sk+1)= +23+ﬁ“'+k-(k+1)+(k+1)-(k+2
(k+1) k+1
= kY = k2 .Vadinasi, teiginys yra te|5|ngas kain € N.
. 1 1 1
Atsakymas - lygybé ﬁ+ﬁ+ﬁ... + s

yra teisinga, kai n € N.

ﬂ Suma 12+ 22+ 32+

1T-(1+1)2+1)

Indukciné bazé:n=1.5(1)=1%= =

Siuo atveju teiginys S (k+ 1) = L;)Qk”)

Skk+1)=12+22+3>+ -+ k2 + (k+ 1)2=S(k) +
2k?+ 7k + 6 (k+ 12k +2)k+1,5) .

=(k+1) =

.-+ n% pazyméje S(n), turime jrodyti teiginj S(n) =

Indukcijos zingsnis. Tarkime, kad teiginys S (k)) =

(k+1)%=
(k+ 1)(k + 2)(2k + 3)

6 6 o 6

Atsakymas - lygybé yra teisinga S(n) =

\

6

nin+1)2n+ 1)

73\

. . NRn+1) I I
° Jrodykite, kad lygybé 12+ 22+ 32+ -+« + n? =w teisinga su visais natdraliaisiais skaiciais n.

n(n+1)(2n+ 1)

: , kain €N.

= 1. Vadinasi, teiginys teisingas, kai n = 1.
k(k+1)(2k+1

yra teisingas, kai k € N. Jrodysime, kad

yra teisingas ir su kitu natariniu skai¢iumin =k + 1.

_ k(k+1)(2k+1)
6

k(2k + 1) + 6(k + 1)
6

+(k+1)2=(k+1)

. Vadinasi, teiginys yra teisingas, kai n € N.

, kain € N.

/
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Jrodykite, kad geometrinés progresijos {a } pirmyjy n nariy suma apskaiciuojama pagal for-
b,(a" -
q-1 '

ﬂ Sumgb,+b,+b,+--+b_ paiyméje S(n), turime jrodyti teiginj S(n) =

mule S =— ka|q¢1

b(q

kalnEN

b,(q'
b—q1

Indukcijos zingsnis. Tarkime, kad teiginys S (k) =

ID(Lyra telsmgas ir su kitu natariniu skai¢iumin=k+1,q# 1.

q-1
b q _ b )+b11q“(q ) _ bg‘-b +bg*'-bg" _ b -1)
‘| —_

q q-1 q-1

=b,, g # 1.Vadinasi, teiginys teisingas, ka| n=1.
b1(qk—1)

Indukciné bazé: n=1.5(1) =

yra teisingas, kai q # 1, k € N. Jrodysime, kad
Siuo atveju teiginys S(k+ 1) =
Sk +1)=5(K) + b, =220
Vadinasi, teiginys yra teisingas, kain=k+ 1, k€N, q = 1.

Atsakymas - lygybe S = —n yra teisinga, kaig= 1,n € N.

. . 1 1 1 1 n .. .. _
Q [rodykite, kad lygybé ——=+ 25+ 555 + "+ Gicaens = 3ne7 teisinga su visais natura-
liaisiais skaiciais n.
n

n Suma —+ —+ ey L 0 mpaiyméjes (n), turime jrodyti teiginj S(n) = 35—,

kain € N.

1 1 1

Indukciné bazé:n=1.5(1) =57 =7 =357

Indukcijos zingsnis. Tarklme kad teiginys S(k) = 3k+1 yra teisingas, kai k € N. Jrodysime, kad Siuo

atveju telglnys Stk+ 1) = 3k 7 yra teisingas ir su kitu natariniu skai¢iumin =k + 1.

S(k + 1) = 1 1 1 1 _k 1 _ kBk+4+1
+ ~ 1.4 + 4.7 + 7-10 + + Bk-2)3Bk+1) + Bk+4)Bk+1) — 3k +1 + Bk+4)Bk+1) — GBk+1)(3k+4) —
3k2+ 4k + 1 3(k+ 1)k +1) k+1 . L. .. .
SITGGd = Banekra = 3kea - Vadinasi, teiginys yra teisingas, kai n € N.
5 1 1 1 1 n o 9
Atsakymas - lygybé 7+ 25+ 555+ + Graens1 = 357 Yra teisinga, kain € N.
. . 029 20r._Q . n+2 .
Tarkime, kad seka a,a,a,...,a,... apibréziama Sitaip: a,=2ira  ,= —a. Jrodykite, kad
a = n(n + 1).

ﬂ Indukciné bazeé:n=1.a,=2,a, =1(1 + 1) = 2. Vadinasi, teiginys teisingas, kain = 1.
Indukcijos Zingsnis. Tarkime, kad teiginys teisingas su visais natariniais skaiciais n =k, a_=k (k + 1), ir

jrodykime, kad Siuo atveju jis teisingas ir tada, kain =k + 1, t.y.kad a,_, = (k + 1)(k + 2). I sekos apibré-

k+2 k+2

Zimo darome iSvada, kada, , = ——a, = -k(k + 1) = (k + 1)(k + 2). Vadinasi, teiginys yra teisingas,

kain=k+ 1.

Atsakymas - teiginys jrodytas su visais skaiciais n € N.

n J
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